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Kurzdarstellung

In dieser Arbeit erfolgt eine ndherungsweise Beschreibung der nichtintegrablen klassischen
Dynamik des Heliumatoms mit Hilfe separabler Hamiltonians in verschiedenen Phasen-
raumbereichen. Dabei wird entlang einer klassischen Trajektorie entsprechend der domi-
nanten Wechselwirkung von einem zum anderen Hamiltonian gewechselt.

Am Beispiel der Elektronenstofs-Streuung wird gezeigt, dass dies eine brauchbare Néahe-
rung darstellt, durch die sich ein Klassifizierungsschema fiir die Trajektorien beziiglich
ihres charakteristischen Verhaltens ergibt.

Eine Gegeniiberstellung mit entsprechenden quantenmechanischen Rechnungen zeigt au-
fserdem, dass im Vergleich zur ungendherten Dynamik das gendherte System eine bessere

Ubereinstimmung mit den quantenmechanischen Resultaten erzielt.

Abstract

In this work the non-integrable classical dynamics of the helium atom is approximated by
means of separable Hamiltonians in different parts of phase space. This is realized by swit-
ching between the Hamiltonians according to the dominant interaction along a classical
trajectory.

Using the example of electron-impact scattering it is shown that this proves to be a suitable
approximation which provides a classification scheme for the trajectories with respect to
their characteristic behaviour.

The comparison with corresponding quantum calculations shows in addition that the ap-
proximated dynamics are in better agreement with the quantum results than the full

classical dynamics.
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1 Einleitung

1.1 Hintergrund und Problemstellung

Durch die im Allgemeinen nicht-integrable Dynamik eines generischen Hamiltonians kann
das Auftreten charakteristischer Eigenschaften meist nicht ohne weiteres interpretiert wer-
den, sofern die entsprechenden Bewegungsgleichungen iiberhaupt eine Losung zulassen. Um
ein tieferes Verstdndnis fiir die der Dynamik zu Grunde liegenden Prozesse zu erlangen,
ist man daher auf die Verwendung geeigneter Naherungsmethoden angewiesen. Fiir Syste-
me mit einer vergleichsweise geringen Anzahl an Teilchen (Few-Body-Problem), bei denen
sich Mean-Field-Ansétze als nicht sinnvoll erweisen, wird héufig eine storungstheoretische
Behandlung bemiiht. Das Problem dabei ist jedoch, dass der Hamiltonian so beschaffen
sein muss, dass ein Teil der Wechselwirkung lediglich als kleine Stérung angesehen werden
kann, was im Allgemeinen nicht erfiillt ist.

Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit der Ansatz der Hamiltonians dominanter Wechsel-
wirkung verfolgt. Dabei findet eine zeitliche Separation der Dynamik statt, wobei entlang
einer klassischen Trajektorie entsprechend der dominanten Wechselwirkung von einem zum
anderen Hamiltonian umgeschaltet wird. Dieses Approximationsschema kann somit als Ver-
allgemeinerung von Ndherungskonzepten wie der Strong-Field-Approzimation [1] oder des
s-Wellenmodells [2] angesehen werden.

Motiviert durch entsprechende Ergebnisse fiir das System eines lasergetriebenen Atoms [3]
soll das Verfahren auf die klassische Dynamik des Heliumatoms, dem kanonischen Bei-
spielsystem der Atomphysik, angewendet werden. Ein Verstédndnis der klassischen Dyna-
mik erscheint mit Hinblick auf die Verwendung semiklassischer Methoden niitzlich. Jedoch
beschrianken sich solche Ansétze bisher auf niedrigdimensionale Unterrdume, wie z.B. die
kollineare Konfiguration [4], da bisher grofse Bereiche des vollen Phasenraumes noch nicht
Gegenstand systematischer Untersuchungen waren. Schon die Behandlung der planaren
Konfiguration, siehe z.B. [5, 6], kann nicht als abgeschlossen angesehen werden.

Daher ist es Ziel dieser Arbeit, mit Hilfe eines Hamiltonians dominanter Wechselwirkung
ein tieferes qualitatives Verstéandnis fiir die klassische Dynamik des planaren Heliumatoms

Zu gewinnen.



1 Einleitung

1.2 Gliederung

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen fiir die klassische und die quanten-
mechanische Beschreibung des Heliumatoms gelegt. Darauf aufbauend erfolgt die jeweilige
Formulierung der Elektronenstofs-Streuung.

Das Konzept der Hamiltonians dominanter Wechselwirkung wird in Kapitel 3 vorgestellt.
Dieses Schema wird auf das Heliumatom angewendet, woraus sich eine ndherungsweise
Beschreibung der entsprechenden klassischen Dynamik ergibt.

Diese wird in Kapitel 4 am Beispiel der Elektronenstoft-Streuung der ungenéherten klas-
sischen Dynamik gegeniibergestellt. Dadurch kann abgeschétzt werden, inwieweit das ge-
naherte System die Eigenschaften des ungendherten Systems reproduziert. Im weiteren
Verlauf erlaubt der Hamiltonian dominanter Wechselwirkung eine Klassifizierung der Tra-
jektorien nach ihrem charakteristischen Verhalten. Auferdem werden Rechnungen fiir das
quantenmechanische Heliumatom durchgefiihrt, um das Korrespondenzverhalten zwischen
der ndherungsweisen klassischen und exakten quantenmechanischen Dynamik zu untersu-
chen.

Das Kapitel 5 enthilt eine Zusammenfassung der erhaltenen Resultate sowie einen Aus-

blick.



2 Grundlagen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der theoretischen Beschreibung des Heliumatoms. Da-
bei werden grundlegende Eigenschaften in der klassischen (Abschn. 2.1) sowie quanten-
mechanischen (Abschn. 2.2) Formulierung, speziell des invarianten Unterraums mit Ge-
samtdrehimpuls L= 0, dargelegt. Diese bilden das Grundgeriist fiir die Darstellung der
Elektronenstof-Streuung im Rahmen des Drei-Kérper-Coulomb-Problems (Abschn. 2.3).
Insbesondere wird in diesem Zusammenhang auf die Préparation des Anfangszustandes
sowie die zugdnglichen Observablen im klassischen und im quantenmechanischen Fall ein-

gegangen.

2.1 Heliumatom - Klassische Beschreibung

Das Heliumatom, bestehend aus einem Kern und zwei Elektronen, stellt einen speziellen
Fall des Drei-Kérper-Coulomb-Problems (DKCP) dar, welches durch den Hamiltonian

H

— 2.1.1
2mZ Z ]rl —7“]] ( )

=1

beschrieben wird. Dabei sind 7; die jeweiligen Koordinaten, p; die Impulse, m; die Massen
sowie Z; die Ladungen der drei Teilchen.

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird bestimmt durch die Hamiltonschen Bewegungs-

gleichungen:
d H
Eﬁ - _gﬁ-’ (2.1.2a)
d 0H
= (2.1.2b)



2 Grundlagen

2.1.1 Allgemeine Eigenschaften des Hamiltonians
Separation der Kernbewegung

Das Heliumatom besteht aus einem Kern sowie zwei Elektronen. Die Massen mgjextron und

MKern von Elektron und Kern 7] unterscheiden sich um fast vier Grofenordnungen:

MElektron - MBlektron ) 0136 < 1. (2.1.3)
MKern 4 - MProton

Dabei bezeichnet mp,oon die Masse eines Protons. Geméls der Infinite-Nucleus-Approximation
(INA) kann die Masse des Kerns deshalb als unendlich grofs betrachtet und seine Dyna-
mik vernachléssigt werden. Befindet sich der Kern im Koordinatenursprung, ergibt sich
dadurch folgender Hamiltonian®:

P Z Z 1

=2 2
Hzp—l—i—p—Q—l—V(ﬂ,Fz)—? - =7 =7t

L+ 5 (2.1.4)

Dabei stellen 77 o die Koordinaten und pj o die Impulse der beiden Elektronen und Z die

Kernladungszahl dar.

ErhaltungsgroRen

Der Hamiltonian (2.1.4) besitzt zwei wichtige Erhaltungsgrofien.
Die Erhaltung der Energie E' = H folgt unmittelbar daraus, dass H nicht explizit von der
Zeit abhéngt.
Der Gesamtdrehimpuls
L= XP 47 X P (2.1.5)

stellt eine weitere Erhaltungsgrofe dar. Um dies zu zeigen, wird die zeitliche Ableitung

einer Komponente L, des Gesamtdrehimpulses betrachtet:

_La - Z €aBry (,r"lﬁplfy + 7’1,8151«, + 7;25]927 + 7’261527) ) (216)

By=x,y,z

'Es werden durchgehend atomare Einheiten (a.u.) verwendet.



2.1  Heliumatom - Klassische Beschreibung

wobei €,3, das Levi-Civita-Symbol bezeichnet. Mit Hilfe von (2.1.2) berechnen sich die
Ableitungen zu

718 = P18, (2.1.7a)

) 7 1

Piy = — =371y =+ (Tl'y - TQV) N S 20 (217b)
|71 |7 — 75|

T98 = D23, (2.1.7¢)

) Z 1

Poy = —=5T2y — (T, — Toy) ———5- (2.1.7d)
|75 |7 — 75|

Daraus ergibt sich, dass die zeitliche Ableitung einer Komponente des Gesamtdrehimpulses

verschwindet:
d A 1
d—La = Z €aBy (Pmplv — =5y T =318y (2.1.8a)
t By=x,y,z |T1| |T1 - 7"2|
A 1
tP28P2y — 52872y — o5 e 2872y
\T2| \7“1 -r 2|
—0. (2.1.8b)

Skaleneigenschaft

Das Coulomb-Potential V' in (2.1.4) stellt eine homogene Funktion der Koordinaten 7 o

vom Grad —1 dar:

V(Oéfl,OéFQ) = O[_IV(FI,FQ). (219)

Daraus folgt, dass die Bewegungsgleichungen unter der kanonischen Transformation

i e |B] T, (2.1.10a)
7= |E|”" (2.1.10Db)
t— |B["t, (2.1.10¢)

invariant bleiben [8]. Die sich daraus ergebende Transformation des Hamiltonians (2.1.4)

+1, E>0
H—|E|""H=<{0, E=0 (2.1.11)
-1, E<0
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zeigt, dass dieser auf eine energieunabhéngige Form gebracht werden kann. Das bedeutet,
dass Trajektorien mit beliebiger Energie F mit Hilfe der Skalentransformation (2.1.10) auf
eine Trajektorie mit der Energie £ = 1,0 oder —1 zuriickgefiihrt werden kénnen.
Auf den Gesamtdrehimpuls L wirkt sich die Skalentransformation (2.1.10) folgendermafken
aus:

L |E|"*L. (2.1.12)

Bei der Betrachtung des Grenziibergangs |F| — 0 fiir endliche Werte von [_:, zeigt sich,

dass fiir den transformierten Gesamtdrehimpuls gilt:
|E|*L — 0. (2.1.13)

Fiir ein homogenes Potential vom Grad —1 stellt dieser Grenziibergang den semiklassichen
Limes dar [9]. In diesem Bereich kénnen daher Trajektorien mit beliebigem (endlichen)

Gesamtdrehimpuls L auf Trajektorien mit L — 0 transformiert werden.

2.1.2 Unterraum L =0

Die Dynamik des Zwei-Elektronen-Hamiltonians (2.1.4) findet in einem 12-dimensionalen
Phasenraum statt. Unter Beriicksichtigung der vier Erhaltungsgréfien aus Abschnitt 2.1.1,
Energie und Gesamtdrehimpuls, reduziert sich der effektive Phasenraum auf acht Dimensio-
nen. Eine weitere Vereinfachung kann durch die Beschriankung auf invariante Unterrdume
erreicht werden.

Eine solche Moglichkeit bietet die Betrachtung der kollinearen Konfiguration, bei der
Kern und Elektronen entlang einer Achse angeordnet sind. Dabei wird zwischen der Zee-
Konfiguration und der eZe-Konfiguration unterschieden, je nachdem, ob die Bewegung der
Elektronen auf der gleichen Seite oder auf unterschiedlichen Seiten des Kerns erfolgt, vgl.

Abb. 2.1.1. Die Zee- und die eZe-Konfiguaration stellt fiir sich jeweils einen invarianten

(a) kollineare Zee-Konfiguration. (b) kollineare eZe-Konfiguration.

Abbildung 2.1.1: Schematische Darstellung des Kerns (J) und der Elektronen (e)
der kollinearen Konfigurationen des Heliumatom: a) Zee-Konfiguration und b) eZe-
Konfiguration.

Unterraum dar. Die Dynamik der Elektronen wird dabei auf zwei Freiheitsgrade (rq,rs)



2.1  Heliumatom - Klassische Beschreibung

reduziert, wodurch sich der Hamiltonian vereinfacht zu:
D1
Hyy = —=+—=———— + (2.1.14)

Dabei bezeichnen 7,5 die Abstdnde der Elektronen vom Kern und Z die Kernladungs-
zahl. Der unterschiedliche Faktor im letzten Term ergibt sich entsprechend der gewéhlten
Konfiguration (Zee: —, eZe: +). Beide Félle zeigen jedoch ein fundamental anderes Ver-
halten [10]: Wahrend die Zee-Konfiguration kaum von einem integrablen System zu unter-
scheiden ist (nah-integrabel), zeigt der Phasenraum der eZe-Konfiguration eine chaotische
Struktur.

Eine Verallgemeinerung der beiden kollinearen Anordnungen bietet der Unterraum L=0.
Dieser ist ebenfalls invariant, da der Gesamtdrehimpuls L eine Erhaltungsgrofse darstellt
(vgl. Abschnitt 2.1.1). Aus der Forderung L = 0 folgt unmittelbar, dass die Dynamik in
einer zeitlich konstanten Ebene stattfindet, siche Anhang A.1. Der somit auf eine planare

Konfiguration beschrankte Hamiltonian (2.1.4) lautet in Polarkoordinaten:

2 2 2 2
&4_&_’_]%1 Pg, 4 4 1

H= + .
2 2 27 23 m e \/r7 03— 2riracos (61 — da)

(2.1.15)

Hierbei entsprechen 75 den Abstdnden der Elektronen vom Kern, sowie ¢, den Polar-
winkeln der Elektronen. Die Drehimpulse der Elektronen werden durch py, , beschrieben.

Mittels einer Transformation auf die Relativwinkel

0 :¢1 — ¢2, (2116&)

n :% (61 + 2) (2.1.16h)

und unter Beriicksichtigung von L = 0 wird das Problem auf drei Freiheitsgrade rq, 79, 0
reduziert, vgl. Abb. 2.1.2.

1

Abbildung 2.1.2: Schematische Darstellung des Kerns ((J) und der Elektronen (e) der
planaren Konfiguration des Heliumatoms mit drei Freiheitsgraden 71,79, 6.
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Dadurch erhilt der Hamiltonian die Gestalt

2 2
&+]ﬁ 1 A A 1

H= +—(—+—)p2————+ :
2 2 2\ 13)7 o /12 + 13 — 2rir9 cos

(2.1.17)

wobei py den Drehimpuls eines einzelnen Elektrons darstellt. Durch die Bedingung L=0

folgt fiir die Drehimpulse der Elektronen:

IPo| = |pg:| = [Pl (2.1.18a)
DPyr = ~Dgs- (2'1'18b)

Die Untersuchung des Unterraums L = 0 erscheint aus vielerlei Hinsicht interessant:
Wiéhrend das Verstédndnis des klassischen Phasenraums fiir die kollineare Dynamik weit
fortgeschritten ist [11], bietet die planare Dynamik zahlreiche offene Fragestellungen, z.B.
beziiglich periodischer Orbits [6] oder sogenannter Dreifachkollisionen [5, 12].
Dreifachkollisionen sind Trajektorien, bei denen Kern und beide Elektronen gleichzeitig
miteinander kollidieren. Diese sind von fundamentaler Bedeutung fiir die gesamte Dyna-
mik des Heliumatoms [13]. Da solche Trajektorien allerdings nur im Unterraum L=0
auftreten [14], nimmt dieser eine ausgezeichnete Stellung ein.

In Abschn. 2.1.1 wurde gezeigt, dass im semiklassischen Limes unter Ausnutzung der Ska-
lentransformation (2.1.10) fiir den Gesamtdrehimpuls L — 0 gilt. Daher erscheint mit
Hinblick auf die Anwendung semiklassischer Methoden ein Verstdndnis der klassischen

Dynamik im vollen Unterraum L = 0 als wiinschenswert.

2.1.3 Regularisierung

Bei der numerischen Integration der Bewegungsgleichungen (2.1.2) fiir das Heliumatom
ist zu beriicksichtigen, dass im Hamiltonian (2.1.17) Singularitdten auftreten konnen. Dies
geschieht, wenn die Elektronen entlang ihrer Trajektorie mit dem Kern kollidieren, d.h.
ri2 — 0. Dabei wird zwischen Zweifachkollisionen, d.h. entweder 7 — 0 oder 7, — 0,
und Dreifachkollisionen, d.h. r; — 0 und 79 — 0, unterschieden. Erstere konnen durch
Anwendung der Kustaanheimo-Stiefel-Transformation [15] regularisiert werden, wodurch
die Trajektorie problemlos entlang einer solchen Singularitéit propagiert werden kann. Dies
soll im Folgenden fiir das Problem des planaren Heliumatoms gezeigt werden, wobei sich

die Darstellung an den Ausfiihrungen in [16, 10| orientiert.



2.1  Heliumatom - Klassische Beschreibung

Ausgangspunkt ist der planare Hamiltonian fiir das Heliumatom

p2 g2 Z Z 1
2 2 ‘7"1’ ’7’2‘ |7’1 —7“2‘

wobei 7; = (z;,y;) und p; = (pa,, py;) sind mit ¢ = 1,2. Danach werden neue Koordinaten

(Qi, P),_, 4 definiert:

r = QF - Q3 xy = Q3 — QF,
Y1 = 2Q10Q, Yo = 2Q3Q4,
- Q1P — (P o = Q3P — QuPy (2.1.20)
IR T A )
QP+ O P  QuP3+ Q3P
(O R (0 R

Daraus ergibt sich folgender Hamiltonian in den neuen Koordinaten (Q;, P;)i=1 4:

. 1(pP? P2 A 1
8\ R? R2 R? R} Ry,

mit den Bezeichnungen

R =(Q1,Q2), (2.1.22a)
Ry =(Q3,Q4). (2.1.22b)
Pl = (P, P), (2.1.22¢)
Py = (P3, Py), (2.1.22d)

Rl = |(Q1+Q3)" + (@3 + Q)
—2(Q1Q3 + Q2Q4)” + 2 (Q1Q4 — Q2Q3)° " (2.1.22¢)

Anschlieflend wird eine fiktive Zeit 7 mittels der Transformation

(R +Q)(Q3+Q))
=i’

(2.1.23)

eingefiihrt. Die Formulierung der Dynamik beziiglich der Zeit 7 erfolgt durch den Hamil-

tonian I' in einem erweiterten Phasenraum, welcher zusétzlich die kanonisch konjugierten
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Variablen ¢ und —FE berticksichtigt:

1 1 - N . - e 1
T ~(P{R; + P;R}) — ZR} — ZR; + R{R; (R—2 -~ E)} =0. (2.1.24)

R4+ R |8 2

Die Transformation lédsst die Bewegungsgleichungen invariant, d.h. es gilt:

%Qi _ g_;i, (2.1.25a)
S p = —%, =14 (2.1.25D)
Die Zeitentwicklung der Variablen ¢t und —F
2 2\ ()2 2
Al o Rl —
%(_E) _ _%5 o, (2.1.26h)

reproduziert die verwendete Zeittransformation (2.1.23) und die Energiecerhaltung.
Der Hamiltonian I' besitzt die Form zweier, gekoppelter, zweidimensionaler harmonischer
Ostzillatoren in den Koordinaten Ql, QQ. Mit Hilfe der Beziehung

—,

Ri,=ris (2.1.27)

erkennt man, dass I' im Falle einer Zweifachkollision kein singulédres Verhalten aufweist.

Aus diesem Grund bezeichnet man I' als regularisierten Hamiltonian.

2.2 Heliumatom - Quantenmechanische Beschreibung

Die exakte Beschreibung des Heliumatoms erfolgt im Rahmen der Quantenmechanik.
Die Dynamik der beiden Elektronen wird durch die zeitabhéngige Schrodingergleichung
(ZASG) bestimmt. Diese ist in der Ortsdarstellung durch

0 Lo
151,72, t) = Hp (71,72, 8) (2.2.1)

gegeben, wobei der Hamiltonian H in der INA folgende Gestalt besitzt:

. 5 (2.2.2)

RGN

10



2.2 Heliumatom - Quantenmechanische Beschreibung

Dabei bezeichnen 7 5 die Koordinaten der Elektronen und Z die Kernladungszahl.
Bei der Betrachtung in Kugelkoordinaten ist es zweckméfig, die ZASG fiir eine skalierte
Wellenfunktion

Y =rirap(ry, 01, b1, 79, 02, $2) (2.2.3)

zu formulieren. Der entsprechende Hamiltonian H, der in der ZASG (2.2.1) fiir 1 auftaucht,

lautet in Kugelkoordinaten:

1~ 1. Z Z 1

+ , 2.2.4
2 ryo T \/r% + 12 — 2ryry cos (¢ — @) ( )

wobei A; durch

o 10 0 1o
A= b % (sinb |+ i = 1,2 2.2,
‘= a2 T 7 Zsn6; 09, (Sm % ae) T EanTg 00 T (2:2:5)

)

gegeben ist.

2.2.1 Unterraum i =0

Im Folgenden soll analog zum klassischen Hamiltonian (2.1.17) der quantenmechanische
Hamiltonian mit drei Freiheitsgraden ry, ro, 8 fiir einen Gesamtdrehimpuls L=0 herge-
leitet werden.

Im ersten Schritt wird gezeigt, dass in diesem Fall die Wellenfunktion v(ry, 61, ¢1, 12, 02, ¢2)
so ausgedriickt werden kann, dass sie nur von drei Variablen abhéngt: den Abstdnden 7
und ry der Elektronen vom Kern sowie dem Relativwinkel 6 der Elektronen.

Dazu betrachtet man eine Wellenfunktion 15, mit festen Eigenwerten L, M fiir den Ge-

samtdrehimpulsoperator L? und dessen Projektion L# auf die z-Achse:

L*ppn = L(L + 1), (2.2.6a)
LA = Mippy. (2.2.6b)

Der Winkelanteil von ¢, kann in die vollstindige Basis von Ein-Teilchen-Kugelflichen-

funktionen Y entwickelt werden [17]:

Vv = Z Z Ciy 1, (r1,72) Yrizll (61, ¢1) Yyii (02, d2) (limilema| LM 15). (2.2.7)

l1,lami,mg

Der letzte Term in der Gleichung ist ein Clebsch-Gordon-Koeffizient und ergibt sich durch

Wechsel des vollstindigen Satzes kommutierender Observablen von (L%, L7, 12,12) auf

11
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(12,1213, 13), wobei die I; die Ein-Teilchen-Drehimpulsoperatoren sind.
Im Unterraum L = 0 kénnen einige Vereinfachungen vorgenommen werden. Zum einen
folgt wegen (2.2.6) L = 0 sowie M = 0. Es gilt weiterhin fiir den Ein-Teilchen-Drehimpuls-

operator:

A

. 4 a5\ 2 A 58 45 "
zf:(L—z2> — 2L L-Lh+Ii*=I02 (2.2.8)

Das hat wiederum zur Konsequenz , dass fiir die Erwartungswerte [y, [, mq, moy folgt:

ll = ZQ, (229&)
mip = —Ma. (229b)

Damit vereinfacht sich die Summe fiir den Ausdruck ¢y—g := 1o in (2.2.7) zu

77ZJL:0 = ZZCM (7“1, 7”2) YTZH (91, ¢1) Y_lm (92, ¢2) <lml — m|00 ) l> (2210)
I m

Mit Hilfe der folgenden Identitéten kann dieser Ausdruck weiter ausgewertet werden [18]:

(-

(Iml —m|001l) = : (2.2.11a)
20+ 1
SOV (61, 61)V (0, 62) = L Py(cos). (2.2.11¢)
- T

Dabei sind die P, Legendre-Polynome und der Winkel 6 beschreibt den Relativwinkel

zwischen den Vektoren 7 und 75 geméaf
cos 0 = cos 6, cos Oy + sin 0y sin Oy cos(pa — ¢1). (2.2.12)

Damit gelangt man schlieflich zum gewiinschten Ergebnis, dass die Wellenfunktion ;g

nur von den drei Variablen ry, 7o und # abhidngen kann:

V20+1

47

Yr—o = ZC’U (r1,73) (—1)" Py(cosb). (2.2.13)

Weiterfithrend kann dadurch der Hamiltonian (2.2.4) ebenfalls auf drei Freiheitsgrade re-
duziert werden.
Dazu fiihrt man neue Winkelkoordinaten (0,0, ¢, ¢') ein, die sich aus den Winkelkoordi-
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2.2 Heliumatom - Quantenmechanische Beschreibung

naten (61, ¢1, 0, ¢2) folgendermafen ergeben [19]:

cos O = cos B cos Oy + sin Oy sin O, cos(ps — ¢P1), (2.2.14a)
sin ¢ sin 6 = sin(¢o — ¢1) sin Oy, (2.2.14b)
0 =0, (2.2.14c)

¢ = by (2.2.14d)

Hierbei ist zu beachten, dass die Definition von # in (2.2.14a) genau der Definition des
Relativwinkels 6 in (2.2.12) entspricht. Da die Wellenfunktion _¢ nur von den Koor-
dinaten ry, 7o, 6 abhéngt, verschwinden bei der Transformation des Hamiltonians (2.2.4)
alle partiellen Ableitungen nach ', ¢, ¢'. Die Werte fiir ¢, ¢, ¢’ werden daher in Konsistenz
mit den Transformationsgleichungen festgesetzt zu 6 = ¢,, ¢ = ¢ = 7 und ¢’ = 0 [20].
Dadurch gelangt man fiir verschwindenden Gesamtdrehimpuls zu einem Hamiltonian mit

den drei Freiheitsgraden rq, 79, 0:

10> 10> 1,1 1\ 1 0 d
H==352"382 2\2"2 =g | sinf—7 0 2.2.1
20r7  20r: 2 (T% * T%) sin 6 00 (sm 39) +V (r1,m2,0), ( 5)

wobei das Potential durch

Z 7 1
V(ri,re, ) = —— — —+ : (2.2.16)
e r2 o y\/ri4r3—2rrycosf

gegeben ist. Hierbei bezeichnen r; und r, die Abstdnde der Elektronen zum Kern sowie 6

den Relativwinkel zwischen den Elektronen.

2.2.2 Numerische Vorbetrachtungen

Bei der numerischen Losung der ZASG (2.2.1) soll die Wellenfunktion ¢;— auf einem Git-
ter propagiert werden. Die dabei auftretenden Schwierigkeiten sollen im Folgenden darge-

stellt werden.

Singularitdten

Der Hamiltonian (2.2.15) weist Singularitdten bei r; = 0, 7, = 0 sowie sinf = 0 auf. Im
klassischen Fall wurde dieses Problem durch eine Regularisierung der Bewegungsgleichun-
gen behoben (vgl. Abschn. 2.1.3). Im quantenmechanischen Fall kann durch die Darstellung
der Wellenfunktion auf einem Gitter ein anderer Ansatz gew#hlt werden. Dabei wird das

ortsfeste Gitter so gewéhlt, dass diese Singularitaten jeweils zwischen zwei solchen Gitter-

13



2 Grundlagen

punkten liegen, vgl. Abb. 2.2.1.

v

Abbildung 2.2.1: Schematische Darstellung der Definition der Gitterpunkte mit dem
Abstand Az auf der Koordinatenachse x mit einer Singularitdt bei x = 0. Das Gitter
wird so gewahlt, dass die Singularitdt den Abstand % zu den beiden néchstgelegenen
Gitterpunkten besitzt.

Gittertransformation

Die spéter verwendete numerische Methode (sieche Abschn. 4.2.1) fiir das Losen der ZASG
verlangt ein Gitter mit festem Abstand zwischen den Gitterpunkten. Fiir das Coulomb-
Problem scheint jedoch fiir die Radialkoordinaten 7 5 eine Darstellung mit einem variablen
Abstand von Vorteil.

Zum Einen benotigt man im Bereich der Singularitdten bei 1 = 0 und 79 = 0 eine hohe
Gitterpunktdichte, da sich dort das Potential stark &ndert. Zum Anderen mdéchte man
der Langreichweitigkeit des Coulomb-Potentials Rechnung tragen und das Gitter mog-
lichst weit ausdehnen. Das fiihrt bei gleichméfiger Verteilung der Gitterpunkte zu einer zu
groften Gesamtanzahl an Gitterpunkten, so dass das Problem mit den verfiigharen Rechen-
ressourcen nicht mehr behandelt werden kann.

Eine Losung bietet sich durch eine Transformation der Koordinaten des Gitters [21]. Dabei
wird ein gleichverteiltes Gitter in Hilfskoordinaten so auf den “echten” Ortsraum abgebildet,
dass mit zunehmenden Abstand von den Singularititen die Gitterpunktdichte verringert
wird. Dadurch werden bei gleicher Ausdehnung des Gitters eine hohere Anzahl von Git-
terpunkten in die Nahe der Singularitdten abgebildet.

Das Verfahren soll anhand des Wasserstoffproblems veranschaulicht werden. Eine Erweite-
rung auf das Heliumatom mit zwei radialen Variablen ist ohne Weiteres moglich [22]. Der
Hamiltonian fiir die Radialkomponente eines Elektrons im Coulombfeld eines Kerns mit

der Ladung Z ist gegeben durch

H=-—-— -2, (2.2.17)

Die in [21] gew&hlte Transformation von Hilfskoordinaten ¢ auf “echte” Koordinaten r
lautet

r = q — coarctan (c1q) . (2.2.18)

14



2.2 Heliumatom - Quantenmechanische Beschreibung

! um den Wert ¢ = 0 kommt es jedoch zu

Fir ¢ > ¢y gilt r = ¢. In einem Intervall 2¢;
einer Stauchung der Abbildung in der Nédhe des Punktes » = 0. Um die Bijektivitéit zu

gewahrleisten, muss fiir die Parameter gelten:
cpcy < 1. (2.2.19)

In Abb. 2.2.2 ist fiir die Werte ¢y = 18.0, ¢; = 0.05 die Transformation (2.2.18) dargestellt.
Es zeigt sich, dass eine Gleichverteilung der Gitterpunkte in der Koordinate ¢ zu einem

variablen Abstand der Gitterpunkte in der Koordinate r fiihrt.

40r

— = 0 20 40 ~100 ~50 0 50 100
(a) (b)

Abbildung 2.2.2: Beispiel fiir die Gittertransformation (2.2.18) mit den Parametern
co = 18.0,¢; = 0.05. a) Vergleich der Funktion r(q) (durchgezogene Linie) mit der
identischen Abbildung r = ¢ (gestrichene Linie). b) Darstellung des variablen Gitterab-
standes Ar(r) (durchgezogene Linie) fiir ein in der Koordinate ¢ definiertes Gitter mit
N, = 256 Punkten im Intervall [—125, 125] und konstantem Gitterabstand Ag = 2L4/N,.
Die gestrichene Linie zeigt zum Vergleich den konstanten Abstand der Gitterpunkte
Ar(r) fir ein in der Koordinate r definiertes Gitter mit IV, = 256 Punkten und gleicher
Ausdehnung.

Die ZASG ist invariant gegeniiber der Transformation (2.2.18):

(1) = HE)(r, 1) o 5000, 1) = H(ayb(a, ) (2.2.20)
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2 Grundlagen

Die transformierten GroRen ¢ und H ergeben sich zu

U(g,t) = ¥(r(q), 1), (2.2.21a)
H(q) = —% (Jl(q)(%) R arftan o (2.2.21D)

Dabei ist J der Jacobian der Transformation (2.2.18):

d
S T (2.2.22)

J=t g
dq 1+(01Q)2

2.3 Elektronenstol3-Streuung

In diesem Abschnitt soll der Prozess der Elektronenstofs-Streuung (ESS) néher betrachtet
werden. Dieser bezeichnet den Beschuss eines wasserstoffartigen Atoms (ein gebundenes
Elektron im Coulomb-Feld eines Kerns mit Ladung Z) mit einem freien Elektron und stellt
einen der fundamentalen Prozesse der Atomphysik dar [23|. Die theoretische Beschreibung
erfolgt im Rahmen des DKCP, welches klassisch in Abschn. 2.1 und quantenmechanisch in
Abschn. 2.2 vorgestellt wurde.

Die ESS bietet durch die Berechnung von Streuquerschnitten die Moglichkeit, quantitative
Aussagen iiber die Dynamik im Heliumatom zu treffen.

Dies ermoglicht zum Einen im Rahmen der klassischen Beschreibung einen direkten Ver-
gleich zwischen der vollen ungenaherten Dynamik des Heliumatoms und der Naherungs-
methode der dominanten Wechselwirkung, welche in Kap. 3 vorgestellt wird.

Auferdem kann im semiklassischen Limes £ — 0 (vgl. Abschn.2.1.1) das klassische und
das quantenmechanische DKCP gegeniibergestellt werden. Dadurch gelangt man zu einer
anschaulichen Interpretation der Eigenschaften des quantenmechanischen Systems mit Hil-
fe von klassischen Trajektorien [24, 25, 26].

Aus diesen Griinden werden im Folgenden grundlegende Aspekte der klassischen und quan-

tenmechanischen Beschreibung der ESS dargestellt.

2.3.1 Klassische Streuung
Anfangszustand

Fiir die Losung der klassischen Bewegungsgleichungen (2.1.2) muss das Anfangswertpro-
blem (AWP) des Hamiltonians (2.1.17) definiert werden. Das bedeutet, dass die sechs
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kanonischen Variablen zum Anfangszeitpunkt ¢t = ¢y, gegeben sein miissen:

1 (to) = T?? Pry (tﬂ) = pgla
r2(t0) = T[Z)a prz@()) = ng, (231)
0(to) = 6°, po(to) = pp.

Bei einem Streuprozess wird der Anfangszustand zur Zeit ¢ — —oco prépariert. Man geht
davon aus, dass das wasserstoffartige System (Kern mit gebundenem Zielelektron) und das
freie Projektilelektron asymptotisch weit auseinander liegen, sodass die Wechselwirkung
zwischen diesen vernachléssigt werden kann. Definiert man Elektron 1 als das gebundene
Elektron und Elektron 2 als das Projektilelektron (ro — 00), so erhélt man fiir ¢ - —oo
folgenden Hamiltonian:

P v, Z P,

Ht—)—oo:H1+H2:—+———+

. 2.3.2
2 2r2 2 ( )

Das Zielelektron und das Projektilelektron kénnen also als voneinander unabhéngig be-
trachtet werden. Das Zielelektron stellt effektiv ein System mit zwei Freiheitsgraden (7, 6)
und zwei Erhaltungsgrofen (Hi,py) dar, wiahrend das Projektilelektron als ein System
mit einem Freiheitsgrad (r3) und einer Erhaltungsgrofe (Hy) aufgefasst werden kann. Das
bedeutet, dass die Elektronen zur Zeit t — —oo jeweils fiir sich genommen integrable Sys-
teme bilden [27]|, und damit deren asymptotische Dynamik durch Angabe der jeweiligen
Erhaltungsgrofien eindeutig definiert ist.

Fir das Zielelektron wird dabei eine der Quantenmechanik analoge Konfiguration ange-
nommen, d.h. fiir die Energie E; = H; sowie den Drehimpuls I, = py werden die Werte

des Grundzustandes des quantenmechanischen Wasserstoffproblems verwendet [28]:

Ey=—— (2.3.3a)

l; =0. (2.3.3b)

Die gebundene Bewegung des Zielelektrons wird durch die Angabe von Energie und Dreh-
impuls eindeutig festgelegt. Es resultiert eine periodische Dynamik in den Koordinaten rq

und #. Durch Fixierung der Gesamtenergie F sind Ort und Impuls des Projektilelektrons

eindeutig bestimmt:

T9 —00, (2.3.4a)

Pry = — V2B = —\/2(E - Ey). (2.3.4b)
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2 Grundlagen

Dadurch bleiben von den urspriinglich sechs Variablen im AWP (2.3.1) lediglich zwei Va-
riablen iibrig. Fiir den hier beschriebenen Fall werden die beiden Verénderlichen wie folgt
gewéahlt:

Da das gebundene Elektron einen verschwindenden Drehimpuls besitzt, bewegt es sich auf

einer vollstandig entarteten Ellipse mit

0 = konst., (2.3.5a)
r € [0, r"™], (2.3.5b)
wobei " = |EL1| den maximalen Abstand des gebundenen Elektrons vom Kern bezeichnet.

Das bedeutet, dass jeder Punkt (6°,79) mit

0" € [0, 7], (2.3.6a)
ry € [0, 77, (2.3.6b)

ein unterschiedliches AWP fiir die ESS definiert. Da sich die Anfangsbedingung r; = 0
numerisch nicht realisieren lasst, wird eine andere Betrachtung gewéhlt.
Die Dauer einer kompletten Periode T fiir die gebundene Bewegung des Zielelektrons ist

gegeben durch [29]
T =2nVZ 2B, . (2.3.7)

Wiéhrend dieser Zeit werden Ziel- und Projektilelektron weiter als unabhéngig voneinander

betrachtet, sodass sich das Projektil mit konstanter Geschwindigkeit um die Strecke
R=p.,T, (2.3.8)

bewegt. Damit kann durch Variation des (asymptotisch weit entfernten) Startpunktes des
Projektilelektrons im Bereich ro € [r5, 15 + R] jede mogliche Anfangsbedingung des Ziel-
elektrons simuliert werden. Dadurch lassen sich die Anfangswerte fiir die Bewegung des

gebundenen Elektrons festsetzen zu

ry =1y (2.3.9a)
pr, = 0. (2.3.9b)

Die verbleibenden variablen Parameter fiir die Streuung eines freien Elektrons an einem ge-
bundenen Elektron in Grundzustand (Energie, Drehimpuls des gebundenen Elektrons sind

fest) bei fester Gesamtenergie E sind somit der Anfangswinkel 0° sowie die (asymptotisch

18



2.3  Elektronenstofs-Streuung

weit entfernte) Startkoordinate r§ des freien Elektrons, vgl. Abb. 2.3.1:

ry € [r5,75 + R], (2.3.10a)
0" € [0,7]. (2.3.10b)

Dabei ist der Wert von r3 beliebig, jedoch muss er so gewéhlt werden, dass wiahrend der

90

o o

-—>

" 0

Abbildung 2.3.1: Schematische Darstellung des im Kern gebundenen Elektrons
(e—[J) und des Projektilelektrons (o). Wahrend die Anfangskoordinate fiir das gebunde-
ne Elektron r; konstant ist, werden die Anfangskoordinaten 73 fiir das Projektilelektron,
sowie der Relativwinkel 09 variiert.

Zeitdauer T die Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen vernachléssigt werden
kann. Das zu betrachtende AWP (2.3.1) fir die ESS eines im Grundzustand des Kerns
(Kernladungszahl Z) gebunden Elektrons mit Energie £ und Drehimpuls [ bei einer Ge-

samtenergie F/ kann somit folgendermafen beschrieben werden:

Z
0 0
= — — = O
701 E17 pr1 )
el st R Py, =—V2AE - B, (2.3.11)
0° € [0, 7], =1

Endzustand

Unter der Zeitentwicklung des Hamiltonians (2.1.17) wird sich das Projektilelektron dem
Zielelektron nahern und mit diesem in Wechselwirkung treten. Fiir die Betrachtung der

Streuung mit £ > 0 ergibt sich fiir ¢ — oo eine der drei folgenden Situationen:

1. Anregung: Das Projektilelektron verlasst den Kern, das Zielelektron bleibt gebunden:

2 2 2
jzm j% Z Dy
HY _— g g, =t Yo 2 LIr
t=ro0 1 2+2r§ 7“1+2’

2. Austausch: Das Zielelektron verldsst den Kern, das Projektilelektron bleibt gebun-

den:
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2 2 2
Py, Dr, D Z
HP = Hy + Hy= -1 4772 4 =0
t=0o0 1 2 * 2 2r2 1y

3. Ionisation: Das Zielelektron und das Projektilelektron verlassen den Kern:

2 2
2z 2z
Hi'poo = Hy o Hy = 5 4 5.

Die Elektronen konnen fiir jeden dieser Fille als unabhéngig voneinander betrachtet wer-
den, wodurch die asymptotische Beschreibung der Dynamik beider Elektronen fiir ¢ — oo
durch Angabe der Projektilenergie Fy und des Projektildrehimpulses Iy := —py erfolgen
kann. Die Energie und der Drehimpuls des Zielelektrons sind durch die Erhaltung der
Energie (F; = E — E5) und des Gesamtdrehimpulses (I; = L — l; = py) ebenso eindeutig
beschrieben. Fiihrt man anstatt der Energie E5 eine skalierte Energie, das Energieverhalt-
nis

Es
T E

ein, ldsst sich leicht erkennen, welcher der drei Félle Anregung, Austausch oder Ionisation

€ : (2.3.12)

bei der Streuung eingetreten ist:

Anregung : e > 1= F; <0,Fy >0, (2.3.13a)
Austausch : 60 < 0= E; >0, Fy <0, (2.3.13b)
Ionisation : 0 < ea < 1= E; >0,FE, > 0. (2.3.13c)

Observablen

Wie oben beschrieben, stellen das Energieverhéltnis es und der Ein-Teilchen-Drehimpuls
[ := |pe| die interessanten Observablen der Streuung dar, da sie die asymptotische Dy-
namik fiir ¢ — oo eindeutig charakterisieren. Fiir eine bestimmte Anfangskonfiguration
(Energie, Drehimpuls des Zielelektrons sowie Gesamtenergie) werden im Allgemeinen bei
Variation der verbleibenden Anfangsvariablen r§ und 6° unterschiedliche Werte fiir die Ob-
servablen im Limes ¢t — oo beobachtet. Der Streuprozess kann somit auch als Abbildung

der Anfangsvariablen auf die Observablen aufgefasst werden:
(r9,6°) = (e2,1). (2.3.14)

Diese Abbildung wird als Ablenkfunktion bezeichnet. Sie stellt das fundamentale Objekt bei
Streuprozessen dar. Aus ihr konnen alle relevanten Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten

einer Observablen berechnet werden [23|. Zum Beispiel ergibt sich die Wahrscheinlichkeits-
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dichte p(e5, I*) fiir das Auftreten einer bestimmten Kombination von Observablen €3, [* zu:

ples, ") = /dr2 /d905 e2(ry,0°) — €5)0(1(r9,6°) — 1) (2.3.15a)

627

(2.3.15b)

s

Dabei geht die Summe in (2.3.15) iiber alle Beitréige i der Anfangsvariablen, welche zu den

U2l __ stellt den Jacobian der Ablenkfunktion

Observablen €3, [* fiihren. Der Term A(r90).00)

dar. Die Wahrscheinlichkeitsdichte

- d*P
p(627l ) = dGSdl*

(2.3.16)

kann als normierter, zweifach-differentieller Wirkungsquerschnitt aufgefasst werden. Die

Wahrscheinlichkeitsdichten p(e3), p(l) ergeben sich zu

ple) = /dlp(@,l), (2.3.17a)

Diese Funktionen besitzen analog zu (2.3.16) die Bedeutung von normierten, einfach-

differentiellen Wirkungsquerschnitten.

2.3.2 Quantenmechanische Streuung

Anfangszustand

Fiir die Losung der ZASG (2.2.1) muss die Wellenfunktion ¢ zur Zeit ¢ = t, als AWP

gegeben sein:

¥(to) = vo. (2.3.18)

Bei der quantenmechanischen ESS wird das Zwei-Elektronen-System durch eine Gesamt-
wellenfunktion beschrieben. Bei verschwindendem Gesamtdrehimpuls ergibt sich die Wel-
lenfunktion zu (vgl. Abschn. 2.2.1)

20+ 1
Yr—o (r1,72,0 ch T1,72) 5 P, (cos ). (2.3.19)
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Dabei wurden die Koeffizienten ¢; so normiert, dass gilt:

;/drl/dﬁ e (r1,m) [ = 1. (2.3.20)

In der ESS erfolgt die Préparation des Anfangszustandes zur Zeit t — —o0. Dies ermdglicht
eine effektive Separation des Hamiltonians (2.2.15), da das Projektilelektron als asympto-
tisch weit entfernt vom gebundenen Elektron angesehen wird. Somit kann das gebundene
Elektron durch den Ein-Teilchen-Hamiltonian

2 11 1 0 0 Z
A S (PR R 2.3.21
or{  2r?sinf 00 (sm@ ) (23.21)

le

beschrieben werden. Dies stellt das (planare) Wasserstoffproblem mit Kernladungszahl Z

dar, dessen analytische Losung folgenden Grundzustand liefert [28]:

DO (ry) = 22077, (2.3.22)
Da die Operatoren H; sowie l? = —ﬁ% (sin 9%) fiir das Ein-Teilchen-Problem einen

vollstandigen Satz kommutierender Observablen bilden, ist dieser Zustand eindeutig durch
die Eigenwerte
Z2
E, = —5 (2.3.23a)
[ =0, (2.3.23b)

charakterisiert.

Das freie Elektron wird im Limes ¢t — —oo durch den Ein-Teilchen-Hamiltonian

92
Hy=—— 2.3.24
? Or? ( )
beschrieben. Die Eigenfunktionen dieses Operators sind Radialwellen? der Form
Ur(ry) = Leik'r2 ke R. (2.3.25)
V2T ’
Die Eigenwerte Fj, sind demnach durch
k,2
E, = 5 (2.3.26)

2Diese besitzen durch die Transformation (2.2.3) die Gestalt einer ebenen Welle.
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gegeben, wobei k£ den Impuls von 1, darstellt. Der Impuls k charakterisiert somit eindeutig
die Eigenzusténde des freien Hamiltonians (2.3.24). Das freie Elektron selber wird durch
eine Linearkombination von Radialwellen beschrieben. In diesem Fall wird ein Gaufssches
Wellenpaket mit dem Schwerpunkt s, der Varianz b und dem mittleren (radialem) Impuls
k verwendet [30]:

Ya(ry) = (2mb?) ™t = 9 gikra, (2.3.27)

Die normierte Gesamtwellenfunktion vor dem eigentlichen Streuprozess hat somit folgende
Gestalt:
Yo(r1, 9, 0) = V277 (2mb?) Ve i e =t ik (2.3.28)

Diese Funktion ist in Abb. 2.3.2 fiir die Parameter s = 75, b = 8.0, k = —2.24 gezeigt.

Um der Ununterscheidbarkeit der beiden Elektronen Rechnung zu tragen, muss die Wel-

100

80
90

60 .
0

< Al ©

40}
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% 20 20 60 80 100
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Abbildung 2.3.2: Darstellung von ‘w(n, r9,0 = 6%) ‘2 der unsymmetrisierten Anfangs-
wellenfunktion aus (2.3.28) fiir die Parameter s = 75, b = 8.0, k = —2.24 fiir einen
beliebigen Winkel 6*. Da die Wellenfunktion fiir das gebundene Elektron sehr stark im
Bereich kleiner r; lokalisiert ist, wurde ein Teilbereich im Inset vergrofert dargestellt.

lenfunktion symmetrisiert werden:

1

Vs = E(iﬁ(rh’f’z?@) + 1/1(7’2,7’1,9)>, (2.3.29a)
1

Yo = E(iﬂ(rlﬂ"% 9) - w(rm 1, 9)) (2-3-29b)

Die Wellenfunktion 1, bezeichnet man als Singlett-, 1, als Triplettzustand.
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Endzustand

Durch zeitliche Propagation der Gesamtwellenfunktion geméf der ZASG (2.2.1) mit dem
Hamiltonian (2.2.15), wird sich das Wellenpaket des freien Elektrons dem Kern ndhern
und dort in Wechselwirkung mit dem im Kern gebundenen Elektron treten. Die Aussagen,
die iiber das asymptotische Verhalten eines Teilchens fiir ¢ — oo gemacht werden kdnnen,
unterscheiden sich grundlegend von denen der klassischen Formulierung der ESS.

Projeziert man die Gesamtwellenfunktion nach der Streuung (¢ — oo) auf die Eigenzustén-
de des freien Hamiltonians (2.3.24), kann man berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
ein nach dem Streuprozess freies Teilchen den Impuls & besitzt. Der Uberlapp eines freien

Teilchens in der Koordinate ry mit der Radialwelle 9y (r2) geméfs (2.3.25) ergibt sich zu:

1 .
12 (r1,0) = NG / drytp*(r1, 72, 0)e™". (2.3.30)

r2>71

Dabei wird der Integrationsbereich auf ro > r; beschrinkt, um lediglich das asymptotisch
freie Elektron in der Koordinate ry zu untersuchen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(® (k)
dafiir, dass man ein freies Elektron in der Koordinate ro mit dem Impuls £ findet, ergibt
sich durch Integrieren des Betragsquadrats der Wahrscheinlichkeitsamplitude f,§2) iiber alle

verbleibenden Koordinaten:
(2) _ : (2) 2
p P (k)= [ dry [ dOsin@ |f,"(r1,0)] . (2.3.31)

Die Behandlung fiir ein freies Elektron in der Koordinate r; ergibt sich analog zu den

vorhergehenden Schritten einzig durch Vertauschung der Koordinaten r; und ry:

1 .
f;il)(rzﬁ) = Von / dryg*(ry, r2, 0)e™™, (2.3.32)

r1>12
2
P (k) = /er/dHSiHQ‘f,gl)(Tzam‘

Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass ein freies Elektron den Impuls & besitzt ist somit

(2.3.33)

plk) = pD (k) + p (k). (2.3.34)
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2.3  Elektronenstofs-Streuung

Hat man die Wellenfunktion ¢ (ry,re,6) geméf (2.3.29) symmetrisiert, sind die Teilchen

ununterscheidbar, also f,gl) = f,gQ), und (2.3.34) vereinfacht sich zu

fk(TQ, 0) = \/%_ﬂ' / drlw;,s(rh T2, e)eikﬁ,

r1>72

p(k) :2/dr2/d981n9|fk(7"2,9)]2.

(2.3.35a)

(2.3.35b)

Auf analoge Weise kann die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines bestimmten Dre-

himpulses [ fiir ein einzelnes Elektron berechnet werden. Dazu wird zunéchst die Ortho-

gonalitéit der Legendre-Polynome P, [18§]

2
20+1

/ dfsin 0P (cos @) Py (cosl) = o,

ausgenutzt, um die Komponente ¢; der Wellenfunktion (2.3.19) zu ermitteln:

c(ry, ) = /d9 sin 604 / 2 ;_ IPZ(COSH)wL:o(rl,rg,H).

Der Ein-Teilchen-Drehimpulsoperator [2 ist in der Ortsdarstellung durch

p_ L ol 0
"= sin 6 00 Sme@@

gegeben, womit fiir den Erwartungswert eines allgemeinen Zustands ¢, —q gilt:

(Whr—o|l®[r—0) = 1(1+1) [ dry [ dryle(r, )]
L=0 L=0 ; / 1/ 2 1CGI\"1,72

(2.3.36)

(2.3.37)

(2.3.38)

(2.3.39)

Dabei wurde ausgenutzt, dass die Legendre-Polynome Eigenfunktionen von [2 sind [18]:

I?Py(cos ) = I(I + 1)P,(cos0).

(2.3.40)

Berticksichtigt man, dass die Eigenwerte von 12 durch [(I+ 1) gegeben sind, ldsst sich die

Wabhrscheinlichkeit p; fiir das Auftreten des Drehimpulses [ aus (2.3.39) ablesen:

Di :/dTl/dT2|Cl(7’1,T2)|2
= /d@sin@y/ 2l;1H(cos€)2/JL:o(7”1,7’279)-

(2.3.41)
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2 Grundlagen

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(l) ist durch die Beschrinkung auf ganzzahlige Werte fiir
den Drehimpuls durch
p(l) =pié(l —n),n € N (2.3.42)

gegeben.

Observablen

Die zugédnglichen Observablen in der Quantenmechanik sind Wirkungsquerschnitte, al-
so Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten bestimmter Endzustédnde. Aus (2.3.35b) und
(2.3.42) kann man die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(k,[) berechnen:

ol 1) = 2 / drs | fu(rs) > 61— n), n €N, (2.3.43)

wobei fi; gegeben ist durch:

fr(ra) = / drl/de sin 64/ 2l4+ 1Pl(cos G)eikﬁws,a(m,rz,e). (2.3.44)
T

71>72

Die Funktion p(k,l) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein nach dem Streuprozess
freies Elektron den Impuls £ und den Drehimpuls [ besitzt. Diese Observablen kénnen mit
den aus der klassischen Dynamik gewonnenen Streuquerschnitten aus (2.3.15) unmittelbar

verglichen werden.
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3 Dominante Wechselwirkung

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit dem Konzept der Hamiltonians dominanter Wechsel-
wirkung.

Zunéchst wird in Abschn. 3.1 die grundlegende Idee vorgestellt, welche darauf beruht,
die im Allgemeinen nicht-integrable Dynamik eines generischen Hamiltonians verschiede-
nen lokalen Ndherungen zu unterwerfen. Die Naherungen ergeben sich durch Vergleich der
unterschiedlichen Wechselwirkungen, von denen zu jedem Zeitpunkt lediglich der domi-
nierende Anteil beriicksichtigt werden soll. Dabei besteht das Ziel darin, durch die Ver-
nachléssigung der nur marginal zur Dynamik beitragenden Wechselwirkungen ein tieferes
Verstandnis der elementaren Prozesse zu gewinnen.

Das Vorgehen wird in Abschn. 3.2 auf das System des Heliumatoms angewendet, fiir das ein
solcher Hamiltonian dominanter Wechselwirkung gefunden werden soll. Dieser ermoglicht
schlieflich eine einfache Klassifizierung von Trajektorien nach ihrem typischen Verhalten

fiir das genaherte als auch das ungenédherte System.

3.1 Motivation und ldee

Die Beschreibung eines physikalischen Systems erfolgt im Allgemeinen durch einen Hamil-
tonian H. Durch ihn wird die Dynamik des Systems in Form einer Bewegungsgleichung
bestimmt. In der klassischen Mechanik sind dies die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

fiir die Phasenraumkoordinaten ¢ und p:

d_, 0 .
d J .,

Allerdings existiert nur in wenigen Spezialféllen eine analytische Losung der entsprechen-
den Differentialgleichungen.
Aus diesem Grund ist man auf die Verwendung von Naherungsmethoden angewiesen. Eine

Moglichkeit besteht darin, die jeweilige Differentialgleichung numerisch zu losen. Dieser
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3 Dominante Wechselwirkung

Ansatz ist jedoch insofern problematisch, dass er quantitative Ergebnisse liefert, aber ein
qualitatives Verstandnis der zu Grunde liegenden Dynamik unter Umstédnden nicht erreicht
wird.

Daher wird haufig versucht, das Problem im Rahmen einer stérungstheoretischen Betrach-
tung zu vereinfachen, siehe z.B. [31]. Bei dieser wird der Hamiltonian H in einen ungestor-

ten Teil Hy und eine Storung AH aufgeteilt:
H = Hy+ AH. (3.1.2)

Unter der Voraussetzung, dass AH nur eine “kleine” Storung im Vergleich zu Hy darstellt,
konnen die Losungen des vollen Hamiltonians H aus den bekannten Losungen fiir Hy kon-
struiert werden. Allerdings ist im Allgemeinen eine eindeutige Aufteilung eines generischen
Hamiltonians H wie in (3.1.2) fiir den gesamten Definitionsbereich von H nicht moglich.
Es bietet sich daher an, fiir einzelne Teilmengen des Definitionsbereichs verschiedene Auf-
teilungen des Hamiltonians wie in (3.1.2) vorzunehmen. Der daraus resultierende Hamilto-
nian wird als Hamiltonian dominanter Wechselwirkung (HDW) bezeichnet. Diese Methode
ist auf die klassische Mechanik beschréinkt, was in der folgenden schematischen Darstellung
der grundlegenden Idee verdeutlicht werden soll.

Gegeben sei ein generischer Hamiltonian:

H(q,p,t) =T(q,p,t) + Vi(q,p,t) + Valg, p, t). (3.1.3)

Hierbei sind T' die kinetische Energie und Vi, V5 zwei beliebige Wechselwirkungspotentiale.

Die Teil-Hamiltonians H; 5, welche durch

Hl(Q,p, t) = T(QaP) + ‘/1<Q7p7 t)a (3143)
Ha(q,p,t) = T(q,p) + Va(g, p, 1), (3.1.4b)

definiert sind, sollen integrabel sein, wodurch das jeweilige Teilproblem prinzipiell ana-
lytisch 16sbar ist. Nichtsdestotrotz wird der komplette Hamiltonian H im Allgemeinen
nicht-integrabel sein. Um zu entscheiden, welcher Teil des Hamiltonians H die Storung
darstellt, vergleicht man die Wechselwirkungspotentiale V; und V5 als Funktion der Pha-

senraumkoordinaten, sowie der Zeit:
o Fir Vi(q,p,t) < Va(q,p,t) ist V; die Storung,

o Fir Vi(q,p,t) > Va(q,p,t) ist V5 die Storung.
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3.1 Motivation und Idee

In der einfachsten Néherung wird jeweils der Term vernachlassigt, welcher die Storung
darstellt:

Vilg, p,t) > Valq,p,t) = H(q,p,t) = T + Vi = H\, (3.1.5a)
Vilg, p,t) < Val(gq,p,t) = H(q,p,t) = T + Vo = H,. (3.1.5b)

Damit gelangt man zu einem Hamiltonian dominanter Wechselwirkung H py:

T+Vi, Vi>VWV

HDW: .
T+V, Vi<V,

(3.1.6)

Die Losung dieses Hamiltonians setzt sich somit aus den bekannten Losungen der Teil-
Hamiltonians H 5, vgl. (3.1.4), zusammen. Diese werden an den Punkten (g(¢*),p(t*)),
fiir die

Vi(a(£), p(t),#) = Va(at"), p(t). ) (3.0.7)

gilt, stetig miteinander verbunden. Der Zeitpunkt ¢t* definiert entlang einer Trajektorie
(¢(t), p(t)) den Moment, an dem sich die dominante Wechselwirkung éndert. Dabei kommt

es zu einem Umschalten des Hamiltonians Hpyy:
Vi=Va

Dies ist in Abb. 3.1.1 schematisch dargestellt.

Eine erste systematische Anwendung dieses Konzepts findet sich in [3] bei der Beschreibung
eines lasergetriebenen Atoms. Die Dynamik des Elektrons wird dabei durch die beiden Po-
tentiale Vi (¢), dem Coulombfeld des Kerns und V7,(g,t), dem zeitabhéngigen &ufseren Feld
des Lasers, bestimmt. Das effektive Potential Vypy im HDW dieses Systems ergibt sich,
wie oben beschrieben, aus der Beriicksichtigung der dominanten Wechselwirkung beziiglich

des Phasenraumpunktes (¢(), p(t)) zur Zeit ¢:

Ve(a),  Vela(t) > Vi(a(t).t)

: (3.1.9)
Vilg.t), Ve(q(t) < Vi(q(t),t)

Vipw (¢, t) =

Trotz der drastischen Vereinfachung lassen sich in diesem System fundamentale Prozesse
des ungendherten Problems beobachten, wie z.B. das Phiénomen der Erzeugung hoher
Harmonischer [32].

Dieses Beispiel zeigt, dass die Approximation eines nicht-integrablen Systems mit einem
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3 Dominante Wechselwirkung

V>V, i I:Vi<V,

*

1 q

Abbildung 3.1.1: Schematische Darstellung einer Trajektorie im Phasenraum (q,p)
unter dem Einfluss eines HDW. Im Bereich I (¢ < ¢*) gilt Vi > V5 und damit H; =~
T+ V1. Die Trajektorie in diesem Bereich ist durch die rote Linie dargestellt. Im Bereich
II (¢ > q*) gilt Vi < Vo und damit Hy; ~ T + V5 (blaue Linie). Erreicht die Trajektorie
q(t) = ¢*, gilt V1(q) = Va(q) (gestrichene Linie) und es kommt zu einem Umschalten des
Hamiltonians ([J).

HDW einen vielversprechenden Ansatz darstellt.

3.2 Anwendung auf das Heliumatom
Im Hamiltonian H des Heliumatoms fiir L = 0 geméf (2.1.17)

2 2
poph 11 1 Z Z 1
H:—“+—’”2+—<—+—)p2————+ 3.2.1
2 2 2\t 1) m e \r24 12— 2rirpcosf (3:2.1)

treten die Wechselwirkung zwischen dem Kern und dem jeweiligen Elektron

zZ Z
Vig = —— — —, (3.2.2)

T &)

sowie die Wechselwirkung der Elektronen untereinander

1
Vee =

= Y
/1?4713 — 2y cosf

(3.2.3)
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

auf. Dies stellt ein nicht-integrables System dar. Die separate Betrachtung der Potentiale

Ve und V.. in den Hamiltonians

HeK IT—F‘/QK, (324&)
Hee =T + V., (3.2.4b)

liefern integrable Teilprobleme, welche analytisch gelost werden konnen. Eine stérungstheo-
retische Behandlung der jeweils im Hamiltonian H.x oder H,. vernachlédssigten Wechsel-
wirkung ist nicht moglich. Dies ergibt sich aus dem Vergleich der beiden Wechselwirkungen
V. und V.. durch die Funktion

Vee

F(T’l,?“g,Q): V .
eK

(3.2.5)

Mit Hilfe von F' kann untersucht werden, in welchem Verhéltnis die Wechselwirkungspo-
tentiale V. und V. zueinander stehen. In Abb. 3.2.1 ist beispielhaft das Verhalten der
Funktion F(ry,79,0 = 0*) fiir * = 0.1 gezeigt. Man erkennt, dass in diesem Fall gilt:

F(Tl,Tz, 0= 01) S [O, 25] (326)

Das bedeutet, dass sich die beiden Wechselwirkungen V_x und V.. im Definitionsbereich

(r1,rs,0) folgendermafen verhalten:

37’1,’/“2,9 : H/EKl > ‘/ee, (327&)
E|7’1,T2,0 : H/eKl < Vee. (327b)

Dadurch kann eine Einteilung der beiden Wechselwirkungen in dominante Wechselwirkung
und Storung nicht fiir den gesamten Definitionsbereich vorgenommen werden. Aus diesem
Grund erscheint es sinnvoll, die Dynamik des Heliumatoms mit einem HDW zu approxi-
mieren.

Eine ‘“naive Anwendung der Idee des HDW, bei dem wie in Abschn. 3.1 zwischen den Ha-
miltonians H.x und H,., umgeschaltet wird, birgt jedoch Schwierigkeiten. Dies ist dadurch
bedingt, dass die Wechselwirkungspotentiale V. und V. unterschiedliche Vorzeichen be-
sitzen. Durch die Betrachtung der Absolutbetrége der Wechselwirkungen V,x und V., kann
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3 Dominante Wechselwirkung

2.4
2.1

11.8

10

11.5
11.2

10.9
0.6
0.3

0.0

b 2 4 6 8 10

ry [a.u]

Abbildung 3.2.1: Darstellung der Funktion F(ri, 72,60 = 0*) aus (3.2.5) fir 6* = 0.1.
Am Verhalten von F' lésst sich die dominante Wechselwirkung erkennen: Fiir F > 1
gilt |Ver| < Vee. Der Fall F' < 1 entspricht [Vox| > Vee. Die gestrichene Linie zeigt die
Kontur F' = 1.

zwar ein HDW gemifs (3.1.6) definiert werden

\Vig| > Vee = H=T + Vg, (3.2.8a)
Veg| < Vee = HaxT 4 Ve, (3.2.8Db)

jedoch bleibt im Falle eines Umschaltens der dominanten Wechselwirkung

H=T+Vy "5 H=T+V,, (3.2.9)

auf Grund der unterschiedlichen Vorzeichen der Wechselwirkungen V. und V. die Gesam-
tenergie ¥ = H nicht erhalten. Dies stellt im Vergleich mit dem ungenéherten Hamiltonian
des Heliumatoms (2.1.17), bei dem die Energie ' = H erhalten bleibt, eine nicht zu recht-
fertigende Approximation dar.

Ein anderer Ansatz ergibt sich aus der Betrachtung der Funktion F' aus (3.2.5), wobei in

Abb. 3.2.1 zu erkennen ist, dass folgende Beziehungen gelten:

r Lry: F(r,m, 0 =01) <1<V, < Vg, (3.2.10a)
e3>y F(r,r,0 =0.1) <1 Ve < |Vek, (3.2.10b)
TR Ty F(ry,re, 0 =01) > 1< Ve > |Vokl. (3.2.10c¢)
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

Dabei implizieren die Bereich r; < r9 bzw. 71 >> 79 einen groften rdumlichen Abstand zwi-
schen den Elektronen (Fernfeld der Elektron-Elektron-Wechselwirkung). Im Unterschied
dazu stellt der Fall r; = ry den Bereich dar, in dem sich die Elektronen sehr nah kom-
men konnen (Nahfeld der Elektron-Elektron-Wechselwirkung). Das bedeutet, dass sich der
Einfluss der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf die Dynamik im Fern- und im Nahfeld
deutlich unterscheidet.

Das Finden einer Approximation fiir das charakteristische Verhalten der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung im Fern-, sowie im Nahfeld stellt somit den Ausgangspunkt fiir eine For-
mulierung des HDW, welcher das Heliumatom naherungsweise beschreiben soll, dar. Dies

soll in den beiden folgenden Unterabschnitten dargelegt werden.

3.2.1 Fernfeldndherung (s-Wellenmodell)

Zunachst soll das Verhalten der Elektron-Elektron-Wechselwirkung fiir den Fall des Fern-
feldes, d.h. eines grofen Abstandes zwischen den Elektronen, approximiert werden. Da-
bei wird die Idee des s-Wellenmodells aufgegriffen. Die urspriingliche quantenmechani-
sche [33, 34| sowie klassische Formulierung [2, 35| des s-Wellenmodells beschriankt die
Dynamik der Elektronen auf Zustédnde mit dem Ein-Teilchen-Drehimpuls [ = 0. Dadurch
kann, so wie im Falle der kollinearen Konfiguration (vgl. Abschn. 2.2.1), die Dynamik des
Heliumatoms auf zwei Freiheitsgrade r; und ro reduziert werden.

Fiir den HDW des Heliumatoms im Unterraum L = 0 mit den drei Freiheitsgraden ry, ro,
0 (vgl. Abschn. 2.1.2) wird lediglich die Elektron-Elektron-Wechselwirkung V.. in analoger

Weise genédhert. Dazu entwickelt man den Term V,, fiir € = :—f < 1 nach Potenzen von e:

1
‘/;e -
/1?2 + 13 — 2y cos 6

1 1

B 7’_1\/1—|—62—2ecos€ (3.2.11)
1
= —(1+ O(e))

T1
1

7’1'

Eine entsprechende Betrachtung fiir den Fall € = 2 > 1 ergibt:

Ve @ —. (3.2.12)
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3 Dominante Wechselwirkung

Kombiniert man beide Schritte und erweitert den Bereich der Naherung von r; > ry (bzw.

r1 K r9) auf 11 > ry (bzw. r; < 19) erhélt man die Ndherung des s-Wellenmodells fiir V.:

l? rL > T2
Veem ¢! (3.2.13)
L 1 < 7To

ro’?

Dadurch gelangt man zu einem Hamiltonian, welcher durch r; = r5 in die beiden Bereiche

I:(ry>ry)und IT: (ry <ry) unterteilt wird:

2 2
pr pr 1 1 1 2 Z_l Z
[P RS N (L P _Z 3.2.14
! 2+2+2(r%+r§>p" T (3.2.142)
2 2
pr pr 1 1 1 2 Z Z -1
Hyy — 2 p2re - = 4 — - — ) 3.2.14b
L R R (r% N r%)pe T T ( )

In den Bereichen I und I existieren jeweils drei Erhaltungsgroften. Diese sind im Bereich
I durch

I = pe, (3.2.15a)
2 2
Py ]-p9 Z—1
B =ty 2P 3.2.15b
! 2 + 272 re ( )
2o1pz Z
=P, P2 (3.2.15¢)

2 213 1y

und im Bereich I durch

[ = py, (3.2.16a)

2
Dry 1 p; A
=—L 4= - — 3.2.16b
2 + 2r2 g ( )
o, 1y Z-1

2 273 ry

Ey

Es

(3.2.16¢)

gegeben. Hierbei bezeichnen [ den Betrag des Drehimpulses eines Elektrons sowie E; und
E5 die Energien der beiden Elektronen. Daraus folgt, dass die beiden Hamiltonians H;
und Hj; in ihrem jeweiligen Definitionsbereich die Dynamik der Elektronen separieren
und somit integrable Teilsysteme darstellen. Diese Eigenschaft wird im Folgenden als lokal

integrabel bezeichnet. Das Gesamtsystem besitzt lediglich zwei globale Erhaltungsgrofsen

1 = py, (3.2.17a)
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

wobei E die Gesamtenergie des Systems darstellt.

Die Mannigfaltigkeit 7y = 7o nimmt dadurch eine besondere Stellung ein, denn durch sie
wird die globale Dynamik nicht-integrabel. Gilt fiir eine Trajektorie r; = ry = r*, wechselt
man vom Bereich I in den Bereich /7 (oder umgekehrt), wodurch es zu einem Umschalten

des Hamiltonians kommt:

Ty >y ¥ vy <ry = H; = Hyy (3.2.18a)
ry <y =¥ 1y >ry=> Hyy = Hj. (3.2.18b)

Dadurch éndert sich £ o um AE und [ um Al :

E,— By FAE (3.2.19a)
Ey — Ey £ AFE (3.2.19b)
=1+ Al (3.2.19¢)
mit den Werten
AFE = T—l* (3.2.20a)
Al = 0. (3.2.20Db)

Durch eine Einteilung der Elektronen in inneres (min {rq, r2}), sowie duferes (max{ry,ro})
Elektron lasst sich die Naherung des s-Wellenmodells veranschaulichen.

Der Einfluss der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf das innere Elektron wird komplett
vernachlassigt. Dadurch tritt das innere Elektron lediglich mit dem Coulombfeld des Kerns,
welcher die Kernladungszahl Z tragt, in Wechselwirkung.

Der Einfluss der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf das dufere Elektron wird auf die
Abschirmung des Kerns durch das innere Elektron beschrinkt. Das bedeutet, dass das
aufere Elektron mit einem effektiven Coulombfeld des Kerns wechselwirkt, welcher eine
um die Ladung des inneren Elektrons verminderte effektive Kernladungszahl Z.4 = Z — 1
tragt.

Diese Néherung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung beriicksichtigt daher insbesondere
die Langreichweitigkeit der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen.
Andererseits wird durch diese Niherung eine Anderung des Drehimpulses py eines der
Elektronen nicht berticksichtigt, vgl. (3.2.17a). Beachtet man, dass fiir dessen Dynamik im

ungenédherten System gilt:
d 1
P =TT, (3.2.21)
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3 Dominante Wechselwirkung

wobei d den Abstand der Elektronen bezeichnet, zeigt sich, dass die Vernachlassigung des
Drehimpulsaustausches zwischen den Elektronen lediglich fiir grofe Werte von d gerecht-
fertigt ist. Aus diesem Grund muss fiir kleine Abstdnde zwischen den Elektronen (Nah-

feld) eine andere Ndherung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung fiir die Formulierung
des HDW gefunden werden.

3.2.2 Nahfeldndherung (Kicks)

Wiéhrend die Elektron-Elektron-Wechselwirkung fiir grofe Abstiande zwischen den Elek-
tronen in guter Naherung hauptséichlich eine Abschirmung des duferen Elektrons bewirkt,
fiihrt sie fiir kleine Abstéinde zwischen den Elektronen zu einer merklichen Anderung des
Drehimpulses pg, vgl. (3.2.21).

In Abb. 3.2.2 ist dieser Zusammenhang beispielhaft fiir eine Trajektorie der ESS, welche

zu einem kleinen Abstand d zwischen den Elektronen fiihrt, dargestellt. Das entsprechende

w
[§

2.0y

— F

- [yl in [au]

3] 1.5

r; [au]

el
& 0 1 1.0
=

0.5

- - - 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451 445 446 447 448 449 450 451
z; [a.u] t [a.u.] t [au]

(a) (b) (c)

- ™ 0.0

Abbildung 3.2.2: Darstellung der Trajektorien zweier Elektronen des AWP (3.2.22)
des Hamiltonians (3.2.1) im Ortsraum. Das Elektron 2 (rot) néhert sich dem gebun-
denen Elektron 1 (blau). Durch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung kommt es zum
Austausch der Elektronen: Elektron 2 bleibt gebunden und Elektron 1 verlésst den Kern.
(a) Projektion der Teilchenbahnen (21(t),y:1(t)) (blaue Linie) bzw. (22(t), y2(t)) (rote
Linie) in eine gemeinsame Ebene. (b) Zeitliches Verhalten von r1(t) (blaue Linie), (%)
(rote Linie), §(t) (schwarze Linie). (c) Vergleich des zeitlichen Verhaltens der dominan-
ten Wechselwirkung F(t) (durchgezogene Linie) mit der Anderung des Drehimpulses pg
(gestrichene Linie).

AWP fiir den ungenéherten Hamiltonian H aus (3.2.1) ist dabei zur Zeit t = 0 gegeben
durch:

r! =1.0au., pgl =0.0a.u.,
r) =1003.16a.u.,  p,, = —2.24a.u, (3.2.22)
0" = 0.2, pp=0.0a.u..

36



3.2  Anwendung auf das Heliumatom

Zusitzlich zum zeitlichen Verhalten der Ortskoordinaten (r,73,6) ist die Anderung des

Drehimpulses py(t) und die Funktion

Vee
iy,
5 VeK

: (3.2.23)

welche die Elektron-Elektron-Wechselwirkung und die gemittelte Elektron-Kern-Wechsel-
wirkung ins Verhiltnis setzt, abgebildet. Die Funktion F entspricht damit nahezu der
Definition von F' (3.2.5), jedoch wird durch die Mittelung von V_x beriicksichtigt, dass
die Elektron-Kern-Wechselwirkung die Summe zweier Wechselwirkungen ist. Man erkennt
in Abb. 3.2.2, dass einer Zunahme von py stets ein Anstieg von F vorausgeht. Gleich-
zeitig ist zu beachten, dass aber eine Zunahme von F nicht automatisch bedeutet, dass
eine merkliche Drehimpulsinderung stattfindet. Vielmehr fiihrt erst das Uberschreiten ei-
nes bestimmten Schwellenwertes der Funktion F zu einem sprunghaften Anstieg von py.
Das deutet darauf hin, dass das charakteristische Nahfeldverhalten der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung (Anderung des Drehimpulses) dann eine wesentliche Rolle spielt, wenn die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung vom Betrag her von der gleiche Grofenordnung wie die
gemittelte Elektron-Kern-Wechselwirkung ist.

AuRerdem ist zu beobachten, dass die tatsichliche Anderung des Drehimpulses in ei-
nem sehr kurzen Zeitfenster At stattfindet, die Nahfeldwirkung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung also zeitlich sehr stark lokalisiert ist.

Der Ansatz fiir die Nahfeldndherung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung im Rahmen
eines HDW besteht somit darin, die Wechselwirkungsdauer auf At — 0 zu komprimieren.
Dies kann durch eine instantane Anderung der Impulse der beiden Elektronen zu diskreten
Zeiten t* realisiert werden. Dieser Vorgang soll im Folgenden als Kick bezeichnet wer-
den. Durch den oben beschricbenen Zusammenhang zwischen der Funktion F und dem

Verhalten von py werden diese Kicks durchgefiihrt, wenn fiir die Trajektorie die Bedingung
F1 (3.2.24)

erfiillt ist. Dabei ist zu beachten, dass in diesem Zusammenhang F lediglich eine Funktion
der Ortskoordinaten (1,7, 6) darstellt, welche festlegt, wann in der gendherten Dynamik
ein Kick durchgefiithrt wird. Die physikalische Interpretation von F als Indikator fiir die
dominante Wechselwirkung kann nur im ungendherten Modell erfolgen, in welchem die
Groken Elektron-Elektron- und Elektron-Kern-Wechselwirkung, vgl. (3.2.2, 3.2.3), iiber-
haupt definiert sind.

Das Transformationsverhalten der Impulse im Falle eines Kicks zur Zeit t* lasst sich als
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3 Dominante Wechselwirkung

Abbildung:
Bt =g (t) i=1,2, (3.2.25)

betrachten. Dabei bezeichnen die ungestrichenen Grofen die Impulse unmittelbar vor dem
Kick und die gestrichenen Gréften die Impulse unmittelbar nach dem Kick.
Die explizite Bestimmung der Transformationsgleichungen (3.2.25) erfolgt durch die Be-

riicksichtigung der Erhaltungsgréfien der Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Dazu betrach

tet man einen Hamiltonian H,. zweier Elektronen, welche lediglich durch V., miteinander
wechselwirken:
by | PP -
H,.. = 5 + B} + Vee(71, T2). (3.2.26)

Die Erhaltungsgrofen des Hamiltonians H.. sind gegeben durch:

E=H,, (3.2.27a)
P—i + (3.2.27h)
E = Fl X ﬁl + FQ X ﬁz. (3227C)

Dabei stellt E die Gesamtenergie, P den Gesamtimpuls und L den Gesamtdrehimpuls dar.
Fordert man bei der Transformation der Impulse bei einem Kick geméf (3.2.25) die Erhal-

tung dieser Grofsen, ergeben sich folgende Gleichungen:

Pr+0s =P+ 0 (3.2.284)
P+ P2 = Py + P, (3.2.28h)
FLX P+ Ty X Py = 71 X Py + Ty X . (3.2.28c¢)

Fiir die planare Konfiguration ist (3.2.28c) im Sinne der Erhaltung der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulses zu verstehen, wodurch sich insgesamt vier Gleichungen fiir die

Bestimmung der ]5;/ ergeben. Das Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung! fiir die

.. . ! -
'neben der trivialen Losung Do = D12
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

. _
kartesischen Komponenten der neuen Impulse pj ,:

;Do (21— @2)° P (1 — 10)° + (—pay + pay) (@1 — 72) (11 — 4o) (3.2.29a)

o (o1 = 22)" + (31— 12)”
o Dy (T = 22)% + poy (Y1 — 92)? + (—Piw + Dos) (71— 32) (Y1 — 1)
3.2.29b
ly — 2 2 ) ( e )
(1 —x2)" + (1 — Y2)
; _ Dz (z1 — 952)2 + pox (Y1 — y2) + (p1y — p2y) (x1 — 22) (11 — ¥2) 3999
Poe = 5 , (3.2.29¢)
(21— 22)” + (41 — o)’
;o Doy (w1 — 962)2 +p1y (11 — ?12)2 + (Pra — P2z) (21 — 22) (Y1 — ¥2) (3.2.20d)
2,y —_— 2 . V4N
(1 —22)" + (1 — y2)

Eine anschauliche Interpretation gelingt in Schwerpunktskoordinaten, in denen diese Trans-

formation einer Inversion des relativen Impulses p, der Elektronen zueinander entspricht:
Dr > —Dr. (3.2.30)

Das bedeutet, dass durch den Kick der repulsive Charakter der Elektron-Elektron-Wechselwir-
kung richtig wiedergegeben wird.
Bei der Transformation (3.2.29) kommt es zu einem Austausch von Energie und Drehim-

puls zwischen den Elektronen:

FEi— B+ AE, (3231&)
[— 14+ Al, (3.2.31c)
mit den Werten
1
AE :(.13 T )2 + (y y )2 |:(.%'1 - ‘TQ) (yl - y2) (pxzpyz - pz1py1)
1— 22 1— Yo
1 1
+ 5 (e —22)* (92, = 12,) + 5 (0 — 1) (0], — 73,) } (3.2.32a)
T1Y2 — T2Y1
Al =2t s — 22 [(l'l — @2) (P = Pay) + (Y1 — ¥2) (Py, — Pyo) |- (3.2.32b)
1— T2 1— Y2

Das Nahfeldverhalten der Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird somit durch eine instan-
tane Anderung der Impulse (Kick) der Elektronen geméif (3.2.29) approximiert. Dadurch
kommt es bei geringen Abstinden zwischen den Elektronen zu einer Anderung des Dre-
himpulses eines einzelnen Elektrons. Eine schematische Darstellung dieses Verhaltens ist
in Abb. 3.2.3 wiedergegeben.
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3 Dominante Wechselwirkung

':

Abbildung 3.2.3: Schematische Darstellung der Approximation der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung im Nahfeld. Die abstofende Wechselwirkung der Elektronen (e) unter
dem vollen Potential V. ergibt eine kontinuierliche Ablenkung (durchgezogene Linie).
In der Nahfeldndherung wird das Potential V.. zunéchst vernachlassigt, wodurch sich
die Elektronen wie freie Elektronen bewegen. Erreicht die Trajektorie den Punkt F' = 1
(O), welcher in der ungendherten Dynamik den Bereich darstellt, in dem die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung dominant wird, erfahren die Elektronen einen Kick. Die da-
durch entstehende Bahn ist als gestrichene Linie wiedergegeben.

3.2.3 Eigenschaften des Hamiltonians dominanter Wechselwirkung

Fiir eine Beschreibung des Heliumatoms im Unterraum L = 0 mit Hilfe der dominanten
Wechselwirkung wird die Nédherung des Fernfeldes (vgl. Abschn. 3.2.1) mit der Ndherung
des Nahfeldes (vgl. Abschn. 3.2.2) kombiniert. Daraus ergibt sich folgender HDW:

9 9 Kick
pr pr 1 1 1 2 Z Z -1
H =2 e 2 oy - — , 3.2.33
2 T2 s (r% * r%)pe r< > |f=1 ( )

wobei ro = min{ry,r} und r~ = max{r;,ry}. Die Notation ”|z=” soll verdeutlichen,

dass die Impulse geméf (3.2.29) transformiert werden, sobald fiir die Koordinaten der

Trajektorie

F(ry,rs,0) =1 (3.2.34)

gilt, vgl. (3.2.23). Dies entspricht in der vollen Dynamik einer Situation, in der die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung die gleiche Starke wie die gemittelte Elektron-Kern-Wechsel-
wirkung erreicht:

1
Vee = 3 Vx| - (3.2.35)
Durch die eingefiithrten Naherungen erfolgt ein Umschalten des Hamiltonians in den Féllen:

1. F = 1: Austausch von kinetischer Energie und Drehimpuls durch einen Kick zwischen

den Elektronen,
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

2. 11 = 19: Austausch von potentieller Energie durch Anderung des abgeschirmten Elek-

trons.

Diese beiden Bedingungen werden im Folgenden als Ereignisse bezeichnet. Sie entsprechen
einer instantanen Anderung des Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt.
Die Zeitentwicklung zwischen zwei Ereignissen erfolgt geméfs den Hamiltonschen Bewe-

gungsgleichungen. Dabei existieren jeweils drei (lokale) Erhaltungsgrofsen

[ = pe, (3.2.36a)
2
Dy 11, Z
Ec=—7+_-—py— — 3.2.36b
< ) + 2Tip9 T<7 ( )

S (3.2.36¢)

wobei [ den Drehimpuls eines Elektrons, F. die Energie des inneren Elektrons und E- die
Energie des dufseren Elektrons bezeichnen. Daraus folgt, dass die Dynamik zwischen zwei
Ereignissen integrabel ist.

Durch die Trennung in ein inneres und ein dufseres Elektron ergibt sich zudem eine effektive
Separation der Dynamik der beiden Elektronen zwischen zwei Ereignissen. Die Ereignisse
F = 1und r; = r, charakterisieren im HDW (3.2.33) somit vollstindig die Wechselwirkung
der Elektronen untereinander. Dadurch ist eine bindre Klassifizierung der Trajektorien
moglich. Im Verlauf der Zeitentwicklung wird das Eintreten des Ereignisses F' = 1 mit dem

Zeichen '1” und das Eintreten des Ereignisses r; = ro mit dem Zeichen 2’ symbolisiert:

F=1 1, (3.2.37a)
ro=ry — 2. (3.2.37b)

Es ergibt sich eine Sequenz von Ereignissen, welche die Trajektorie nach ihrer Abfolge
von Elektron-Elektron-Wechselwirkungen charakterisiert. Ein Beispiel fiir die Zeitentwick-
lung mit dem HDW (3.2.33) ist in Abb. 3.2.4 gezeigt, wobei die Anfangsbedingungen
denen in (3.2.22) entsprechen. Die entsprechende Trajektorie wird durch die Sequenzfolge
12’ charakterisiert. Das bedeutet, dass lediglich zwei Ereignisse zur Elektron-Elektron-
Wechselwirkung beitragen.

Dennoch zeigen sich im direkten Vergleich mit der Trajektorie des ungenédherten Problems
fiir die gleichen Anfangsbedingungen qualitative Ubereinstimmungen, vgl. Abb. 3.2.2. Der
Grad dieser qualitativen Ubereinstimmung kann durch die Ubertragung des Konzepts der
Klassifizierung der Trajektorien auf die ungendherte Dynamik ndher bestimmt werden. Da-

zu wird die Trajektorie der vollen Dynamik beziiglich der Ereignisse des HDW untersucht.
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Abbildung 3.2.4: Darstellung der Trajektorien zweier Elektronen des AWP (3.2.22)
unter der Zeitentwicklung des HDW (3.2.33) im Ortsraum. Das Elektron 2 (rot) néhert
sich dem gebundenen Elektron 1 (blau). Durch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
kommt es zum Austausch der Elektronen: Elektron 2 bleibt gebunden und Elektron 1
verldsst den Kern. (a) Projektion der Teilchenbahnen (z1(t),y1(t)) (blaue Linie) bzw.
(z2(t),y2(t)) (rote Linie) in eine gemeinsame Ebene. (b) Zeitliches Verhalten von 71 (¢)
(blaue Linie), r2(t) (rote Linie), 6(¢) (schwarze Linie). (c) Zeitliches Verhalten der domi-

nanten Wechselwirkung F'(¢) (durchgezogene Linie). Durch das Ereignis F' = 1 kommt
es zu einem Kick zwischen den Elektronen, wodurch sich der Drehimpuls py &ndert
(gestrichene Linie).

Die Definition der Ereignisse erfolgt dabei vollig analog zu denen im HDW, jedoch ohne

Umschalten des Hamiltonians:

F=1m 1 (3.2.384)
T =T9 > 2. (3238b)

Dabei entspricht Ereignis "1’ in der vollen Dynamik, dass die Elektron-Elektron-Wechselwir-
kung gegeniiber der Elektron-Kern-Wechselwirkung einen bestimmten Schwellenwert tiber-
schreitet. Wie in Abschn. 3.2.2 beschrieben wurde, findet in Folge dessen eine merkliche
Anderung des Drehimpulses der Elektronen statt. Durch die starke zeitliche Lokalisierung
dieses Effekts kann das Ereignis F' = 1 auch im Fall der vollen Dynamik niherungsweise
als Kick angesehen werden.

Daraus ergibt sich fiir das ungendherte System ebenso eine Klassifizierung der Trajek-
torien durch eine Sequenz diskreter Ereignisse. Diese soll ndherungsweise das qualitative
Verhalten der Trajektorie unter einer kontinuierlichen Elektron-Elektron-Wechselwirkung
beschreiben. Fiir die in Abb. 3.2.2 gezeigte Trajektorie des ungendherten Systems ergibt
sich daraus die Sequenzfolge ’12’. Dies entspricht der Sequenzfolge der Trajektorie des
HDW, vgl. Abb. 3.2.4.
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3.2  Anwendung auf das Heliumatom

Die Ubertragung der Klassifizierung der Trajektorien auf die volle Dynamik ermdglicht
somit einen qualitativen Vergleich der einzelnen Trajektorien des ungendherten Hamilto-
nians mit denen des Hamiltonians dominanter Wechselwirkung. Aufserdem kénnen dadurch
bei der klassischen Untersuchung der ESS in Abschn. 4.1 Trajektorien, welche das gleiche
charakteristische Verhalten aufweisen, identifiziert und durch Angabe der entsprechenden

Sequenz zusammengefasst werden.
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In diesem Kapitel erfolgt eine systematische Untersuchung des Hamiltonians dominanter
Wechselwirkung fiir das Heliumatom im Unterraum L = 0 mit Hilfe der ESS (vgl. Abschn.
2.3).

Dabei wird in Abschn. 4.1 die klassische Dynamik des HDW dem des ungenaherten Sys-
tems direkt gegeniibergestellt. Dies gibt Aufschluss dariiber, welche Aspekte der vollen
Dynamik durch den HDW Beriicksichtigung finden und welche nicht. Aufserdem erlaubt
das durch den HDW motivierte Klassifizierungsschema eine symbolische Darstellung des
charakteristischen Verhaltens einer Trajektorie.

In Abschn. 4.2 wird das entsprechende Streuexperiment im Rahmen der Quantenmechanik
betrachtet.

Ein Vergleich der klassischen und der quantenmechanischen Ergebnisse wird in Abschn.

4.3 vorgenommen.

4.1 Klassische Untersuchung

Bei der Betrachtung der klassischen ESS werden zunéchst die Ablenkfunktionen der Streu-
ung analysiert (Abschn. 4.1.1). Dadurch konnen qualitative Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede zwischen voller, vgl. (3.2.33), und genéherter Dynamik, vgl. (2.1.17), des Heliu-
matoms identifiziert werden. Ein quantitativer Vergleich mit Hilfe von Streuquerschnitten
(Abschn. 4.1.2) zeigt, dass der HDW eine brauchbare Néherung darstellt. Schlieflich kann
durch die Klassifizierung der Trajektorien eine natiirlichen Partitionierung des Raums der
Anfangsbedingungen vorgenommen werden (Abschn. 4.1.3), welche die den Ablenkfunk-
tionen zu Grunde liegende Struktur vorgibt.

Die Untersuchung eines Streuexperiments erfolgt jeweils fiir feste Werte der Bindungsener-
gie Fy und des Anfangsdrehimpulses [ des Zielelektrons sowie bei fester Gesamtenergie E.

Fiir das Anfangswertproblem im 6-dimensionalen Phasenraum (71,72, 6, p,,, pr,, Do) ergibt
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sich demnach:

0 0

"R, (- Z2RABP), =0,

ry € [r3, 75+ RJ, 2 = —\/2(E By, (4.1.1)
«906[0,7{']7 pg:l,

wobei die Kernladungszahl fiir das Heliumatom Z = 2 ist. Um zu gewéhrleisten, dass (4.1.1)
einen Anfangszustand beschreibt, bei dem die Wechselwirkung zwischen den Elektronen
untereinander sowie die Wechselwirkung zwischen Projektilelektron und Kern vernachlas-
sigbar ist, wird r5 = 1000 a.u. gewahlt. Der Wert fiir R ergibt sich aus (2.3.8). Der Bereich
(r9,6°) definiert damit die veriinderlichen Anfangsbedingungen fiir ein Streuexperiment.
Die entsprechende Trajektorie ergibt sich durch numerische Integration der regularisierten
Bewegungsgleichungen, vgl. Abschn. 2.1.3. Dabei wird die Trajektorie so lange verfolgt,
bis der Streuprozess beendet ist. Naherungsweise wird dies dadurch charakterisiert, dass
fiir den Abstand der beiden Elektronen untereinander ri, > 1000 a.u. sowie fiir den Ab-
stand eines der beiden Elektron vom Kern r; o > 1000 a.u. gilt. Dadurch wird sichergestellt,
dass die beiden Elektronen als unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen und die
Wechselwirkung des asymptotisch freien Elektrons mit dem Kern vernachléssigbar ist.
Im Folgenden soll die ESS an einem gebundenen Elektron, welches sich in einer zum quan-
tenmechanischen Grundzustand analogen Konfiguration befindet, untersucht werden. Da-

durch werden die Werte fiir £; und [ festgelegt zu

Ey = —2au, (4.1.2a)
I =0. (4.1.2b)

Fiir die Gesamtenergie wird zundchst der Wert £ = 0.5 a.u. angenommen.

4.1.1 Ablenkfunktion

Die Ablenkfunktion stellt das zentrale Objekt eines Streuexperiments dar (vgl. Kap. 2.3.1).
Sie bildet die verénderlichen Anfangsbedingungen (79, 0°) auf die zu betrachtenden Obser-

vablen ab. Dies sind bei der ESS die skalierte asymptotische Energie des Projektilelektrons

Es(t
€ = lim 2(t)

t—o00 E

(4.1.3)
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sowie der asymptotische Betrag des Drehimpulses eines Elektrons

I = lim |py(t)] . (4.1.4)

t—o00

Fiir die Berechnung der Ablenkfunktionen wurden jeweils N = 10° Trajektorien mit un-
terschiedlichen Anfangsbedingungen (r9,0") propagiert. In den Abb. 4.1.1, 4.1.2 sind die
Ablenkfunktionen €*(r9, 6%) und I*(r9, 6°) fiir die ungeniherte Dynamik und die Dynamik
mit dem HDW abgebildet. Anhand dieser beiden Gréfsen konnen qualitative Aussagen iiber
Unterschiede und Ubereinstimmungen zwischen voller und genéherter Dynamik getroffen

werden.

0.5 1.0 15 2.0 2.5
ry [au]

(b)

3.0 3.5
+1e3

Abbildung 4.1.1: Ablenkfunktion €*(r9,0°) fiir das Streuexperiment mit den Para-

metern F; = —2a.u., [ = 0, £ = 0.5a.u. fiir a) die ungendherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.
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Abbildung 4.1.2: Ablenkfunktion [*(r9,6°) fiir das Streuexperiment mit den Para-
metern By = —2a.u.,, | = 0, F = 0.5a.u. fiir a) die ungenéherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.
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In der Ablenkfunktion €*(r9,6°) kann zunichst ein prinzipieller Unterschied im Verhalten
fiir 6° > 5 und 0° < 5 festgestellt werden.

Im Bereich 6° > 5 zeigen die volle, sowie die genéherte Dynamik in etwa die gleiche Struk-
tur. Der einzige Unterschied besteht darin, dass sich in der vollen Dynamik der Bereich
e*(r9,0°) < 0 (blau) beim Ubergang §° = 7 — Z kontinuierlich verbreitert.

Im Bereich 6° < 5 kommt es bei der vollen Dynamik dagegen zu einem voéllig anderem
Verhalten, welches eine wesentlich kompliziertere Struktur aufweist. Dieser Ubergang ist
charakterisiert durch den Winkel ° ~ 1.5, bei dem nahezu alle Anfangsbedingungen fiir

r9 zum Endzustand €*(rd, 6°) < 0 fithren. Ein vergleichbarer Ubergang ist in der Dynamik

des HDW fiir den Winkel 6° & 0.5 zu beobachten.

Fiir die Ablenkfunktion I*(r9, #°) dagegen ist der Grad der Ubereinstimmung zwischen un-
genaherter und genédherter Dynamik wesentlich geringer. Dies ist dadurch bedingt, dass
fiir Anfangsbedingungen 6° > 0.5 in der Dynamik mit dem HDW [* = 0 gilt.

Der Vorteil in der Beschreibung des Heliumatoms mit dem HDW besteht darin, dass
wesentliche Aspekte der Dynamik durch den diskreten Charakter der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung bestimmt werden. Dies ermdglicht im Gegensatz zur ungendherten Dy-
namik eine unmittelbare Zuordnung zwischen Wechselwirkung (diskretes Ereignis) und
Verhalten der Ablenkfunktion, was an zwei Beispielen demonstriert werden soll:
Einerseits kann in der Ablenkfunktion €*(r),6°) des HDW im Bereich 6° € [0.5, 7], r§ =~
1000.75 a.u. ein abrupter Ubergang von €* > 10 — ¢* < 10 ausgemacht werden. Dieser
stellt eine Singularitdt dar, in der der Wert der Ablenkfunktion nicht definiert ist. Dies
ergibt sich jeweils als Konsequenz daraus, dass diese Anfangsbedingungen (r9,6°) zu ei-
ner Dreifachkollision fiithren, bei der das System eine beliebige kinetische Energie erhilt
[36]. Im ungeniherten System findet sich ein dhnlicher Ubergang €* > 10 — ¢* < 10 fiir
0° > 5. Dort stellt dieser Ubergang jedoch keine Singularitit dar, sondern die Ablenkfunk-
tion weist lediglich eine starke Oszillation in diesem Bereich auf. Die einzige Ausnahme
bildet die Anfangsbedingung 7 ~ 1001.1a.u., #° = 7, welche zu einer Dreifachkollision
fiihrt. Das lasst darauf schlieffen, dass die sich aus dieser Anfangsbedingung ergebende
Trajektorie eine fundamentale Rolle fiir die Ablenkfunktion des ungenéherten Systems im
Bereich 0° > Z spielt.

Andererseits kann durch den HDW der oben beschriebene Winkel 6°, welcher das charak-
teristische Verhalten der Ablenkfunktion €*(r9, #°) in einen Bereich mit regulérer (6° > 6°)
und komplizierter (6° < °) Struktur gliedert, qualitativ verstanden werden. Betrachtet
man im Modell des HDW die Bedingung fiir einen Kick geméfs (3.2.33):

! ! (Z + Z) : (4.1.5)

V1?4713 —2rrgcosf 2\ T2
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4.1  Klassische Untersuchung

und setzt r; = ro, ergibt sich fiir # der maximale Winkel 0., bei dem ein Kick gerade

noch moglich ist:

272
Das bedeutet, dass die Elektronen im Modell des HDW nur dann einen Kick ausfithren

kénnen, wenn fiir den Relativwinkel wahrend der Zeitentwicklung 6(t) < Onax gilt. Da

1Y\ 2=
B = ALCCOS (1 - —) = 0.505. (4.1.6)

die Elektronen im betrachteten Streuexperiment im Anfangszustand keinen Drehimpuls
besitzen, vgl. (4.1.2b), fithren im HDW nur Anfangsbedingungen mit #° < 6., zu einem
Kick entlang der Trajektorie. Die Beriicksichtigung des Nahfeldes der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung in Form von Kicks ist somit verantwortlich fiir den Wechsel des charak-
teristischen Verhaltens von €*(r3, 6°) im HDW.

Zum einen fiihrt dies zur schlechten Ubereinstimmung der Ablenkfunktionen *(r9, %), da
in der vollen Dynamik der Endzustand fiir Anfangsbedingungen 6° > 5 meist durch einen
moderaten Wert [* € [0, 1] fiir den Drehimpuls gegeben ist. Der HDW erzeugt fiir Anfangs-
bedingungen 6° > 0.« jedoch jeweils Endzustinde mit I* = 0.

Zum anderen spielen Kicks fiir die Ablenkfunktion e*(r9, #°) im Bereich §° > % keine Rolle,
da dort das gendherte Modell mit der ungenéherten Dynamik ein qualitativ gleiches Ver-
halten aufweist. Da in der genidherten Dynamik die gleichméfige Struktur von €*(r9, 6°) fiir
0% > 0,,.x durch das Auftreten der Kicks zerstort wird, liegt die Vermutung nahe, dass in
der vollen Dynamik harte Stofe zwischen den Elektronen fiir die Anderung von €*(r9, 6°)
beim Ubergang 6° > T — 6° < 2 verantwortlich sind.

Die besprochenen Unterschiede und Gemeinsamkeiten zwischen den Ablenkfunktionen
sind auch auf Streuexperimente mit anderen Werten fiir die Gesamtenergie F giiltig. Bei
einer Anderung der Gesamtenergie ergibt sich lediglich eine Umskalierung der charak-
teristischen Energieskala. Dies ist in Anhang A.2 fiir die Ablenkfunktion €*(r9,0") mit
E = 0.5,1.0,2.0a.u. dargestellt. Aus diesem Grund wird im Folgenden lediglich der an-
fangs diskutierte Fall fiir die ESS an einem gebundenen Elektron im “Grundzustand” bei
E = 0.5a.u. betrachtet.

4.1.2 Streuwahrscheinlichkeiten

Die Ablenkfunktionen €*(r9, %) und I*(r9, 0") enthalten die vollstéindige Information iiber
das Streuexperiment, da sie die Anfangsbedingungen und die Observablen eindeutig mit-
einander verkniipfen. Wie in Abschn. 2.3.1 gezeigt wurde, kénnen daraus mit (2.3.15) die
Streuquerschnitte p(e*,*) berechnet werden. Dabei wird lediglich die Haufigkeit des Auf-

tretens eines gewissen Endzustandes (e, [*) betrachtet. Dies stellt zwar eine Reduktion der
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4 Bewertung der Naherung

durch die Ablenkfunktion zur Verfiigung stehenden Information iiber das Streuexperiment
dar, jedoch kann dadurch eine quantitative Auswertung des Streuexperiments als Ganzem
erfolgen. Die Streuquerschnitte p(e*,[*), welche sich aus den in Abb. 4.1.1, 4.1.2 gezeigten
Ablenkfunktionen ergeben, sind in Abb. 4.1.3 dargestellt. Man erkennt zunéachst, dass fiir

0.50 8 5.0
0.45 5 45
0.40 4.0
6
0.35 35
0.30 — 9 3.0
0.25 =4 25
0.20 3 2.0
0.15 15
2
0.10 1.0
0.05 1 0.5
0.00 o 0.0

(a) (b)

la.u]
lau]

*

lo = N W & U oy o

=
o
|

v
*O
v

10

Abbildung 4.1.3: Haufigkeitsverteilung p(e*,1*) fiir das Streuexperiment mit den Pa-
rametern F; = —2a.u., [ =0, E = 0.5a.u. fiir a) die ungenidherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.

die volle Dynamik eine starke Korrelation zwischen den Werten fiir €*, [* besteht. Zum
Beispiel werden die groften Werte fiir [* im Bereich €* € [0, 1] erreicht. Dies entspricht
somit Féllen, in denen beide Elektronen den Kern verlassen.

Diese Korrelation geht bei der Zeitentwicklung mit dem HDW fast vollsténdig verloren.
Nur wenige Anfangsbedingungen fithren im Streuprozess zu einer Anderung des Drehim-
pulses. Dadurch kommt es zu einer starken Lokalisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(e*,1*) entlang der Achse I* = 0.

Aus dieser Beobachtung folgt sofort, dass die Beschreibung der Observablen [* in der
ESS durch den HDW nur sehr unzureichend berticksichtigt wird. Dies ist noch deutlicher
an der einfach-differentiellen Wahrscheinlichkeitsverteilung p(l*) zu erkennen, vgl. Abb.
4.1.4. Es zeigt sich, dass durch die im HDW stattfindenden Kicks, durch die es zu einer
Drehimpulsdnderung kommt, die Streuung in Zustéinde mit einem niedrigen Wert fiir [*
(I* < la.u.) nicht gut reproduziert wird. Dies ist dadurch bedingt, dass es mit den ge-
wihlten Parametern im HDW nur fiir Anfangsbedingungen #° < 0.505 zu einem Kick und
damit zum Drehimpulsaustausch kommt. Erst fiir Endzustidnde {* > 1a.u. befinden sich
die Haufigkeitsverteilungen des HDW und des ungenéherten Hamiltonians in der gleichen
Grofsenordnung.

Durch die schlechte Korrespondenz zwischen ungenéherter und gendherter Dynamik in der

Verteilung der Endzusténde fiir [* erscheint es sinnvoll, anstatt p(e*, [*) lediglich die Vertei-
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— voll
HDW | |

1" Ja.u.]

Abbildung 4.1.4: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(I*) zwischen der vollen
Dynamik (durchgezogene Linie) und der Dynamik mit HDW (gestrichene Linie) fiir das
Streuexperiment mit den Parametern £1 = —2a.u., [ =0, F = 0.5a.u..

lung p(e*) zu betrachten. Sie offenbart ein weitgehend analoges Verhalten in der Verteilung

der Endzustéande €* zwischen voller und genadherter Dynamik, vgl. Abb. 4.1.5.

Abbildung 4.1.5: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(e*) zwischen der vollen
Dynamik (durchgezogene Linie) und der Dynamik mit HDW (gestrichene Linie) fiir das
Streuexperiment mit den Parametern £y = —2a.u., [ =0, £E =0.5a.u..

Im Bereich der Anregungs-Streuung (¢* > 1), bei der das Projektilelektron den Kern wie-
der verlasst und das Zielelektron im Kern gebunden bleibt, ist die gendherte Dynamik von
der ungenaherten Dynamik kaum zu unterscheiden.

Im Bereich der Austausch-Streuung (e* < 0), bei der das Zielelektron den Kern verlésst
und das Projektilelektron im Kern gebunden bleibt, zeigen beide Kurven zumindest qua-
litativ das gleiche Verhalten. Fiir Werte €* € [—5,0] ist jeweils ein deutliches Maximum

in der Verteilung p(e*) zu erkennen. Diese sind auf Sattelpunkte in der Ablenkfunktion
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4 Bewertung der Naherung

zuriickzufithren. Durch den Wert der Ablenkfunktion ¢*(rJ, 6°) am Sattelpunkt ergibt sich
die Position der Maxima in p(e*). In der ungendherten Dynamik identifiziert man drei
Sattelpunkte mit den Koordinaten (r9,6°)% und den entsprechenden Werten fiir die Ab-

lenkfunktion an dieser Stelle:

(r9,0%)7 =~ (1002.90,0.15) — €* ~ —3.48, (4.1.7a)
(r9,0%)5 ~ (1002.25,1.03) — €* ~ —3.63, (4.1.7b)
(r9,0%)5 ~ (1001.08,0.22) — €* ~ —3.30. (4.1.7¢)

Diese drei Maxima iiberlagern sich in Abb. 4.1.5 zu einem breiten Maximum. Dies ist
dadurch bedingt, dass bei der Berechnung von p(e*) eine Aufteilung von €* in Intervalle der
Lange Ae* = 0.133 vorgenommen wurde. Die verschiedenen Maxima kénnen somit nicht
mehr einzeln aufgelost werden. Das Maximum in der Dynamik des HDW kann dagegen

auf einen einzigen Sattelpunkt zuriickgefiihrt werden:
(r9,6°) ~ (1002.7,0.36) — €* ~ —0.73. (4.1.8)

Im Gegensatz zur vollen Dynamik ist dadurch in der Verteilung p(e*) fiir die Dynamik
des HDW der logarithmisch singuldre Charakter eines durch einen Sattelpunkt erzeugten
Maximums ersichtlich [37].

Der grofste Unterschied zwischen den Verteilungen findet sich im Bereich der Ionisation
(0 < €* < 1), bei dem beide Elektronen den Kern verlassen. Dabei erfahrt die Verteilung
p(€*) fiir den HDW einen starken Abfall, welcher im Verlauf fiir die volle Dynamik nicht
beobachtet werden kann. Dieses Verhalten fiir die Dynamik des HDW ist durch die Ver-
wendung der Naherung des s-Wellenmodells bedingt. Es zeigt sich, dass bei der ESS im
klassischen s-Wellenmodell gewisse Endzusténde fiir die skalierte Energie €* im Bereich der
Tonisation nicht erlaubt sind [35].

Die Analyse der Streuwahrscheinlichkeiten zeigt somit, dass der HDW die Streuung in
Endzustdnde mit kleinen Werten fiir den Drehimpuls (I* < 1a.u.) nur sehr unzureichend
beschreibt. Dadurch wird dem stark korrelierten Verhalten zwischen den Grofen €* und
I* in der Verteilung p(e*,1*) im HDW kaum Rechnung getragen. Trotzdem erfolgt die
Beschreibung der Energieendzusténde in der Verteilung p(e*) im Modell des HDW fast

deckungsgleich mit der ungendherten Dynamik.
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4.1  Klassische Untersuchung

4.1.3 Klassifizierung der Trajektorien

In den beiden vorherigen Unterkapiteln konnte sowohl bei der qualitativen als auch bei der
quantitativen Gegeniiberstellung der ungendherten und der gendherten Dynamik gezeigt
werden, dass der HDW zumindest fiir die Beschreibung der Energieendzustédnde €* eine ge-
eignete Approximation darstellt. In diesem Abschnitt soll daher versucht werden, mit Hilfe
des HDW ein tieferes Verstandnis fiir die volle Dynamik der Elektronen im Heliumatom
Zu gewinnen.

Dazu verwendet man die Klassifizierung der Trajektorien geméaft Abschn. 3.2.3, welche
sich unmittelbar aus der Definition des HDW ergibt. Dabei wird die Trajektorie unter der
Zeitentwicklung des HDW geméfs ihrer Abfolge von Ereignissen, welche die diskretisierte
Elektron-Elektro-Wechselwirkung darstellen, charakterisiert. Dieses Schema kann auch auf
die Trajektorien, welche sich aus der Zeitentwicklung mit dem vollen Hamiltonian ergeben,
iibertragen werden.

Im Folgenden soll daher untersucht werden, welche Sequenzfolgen in der ESS der vollen
und der ungenéherten Dynamik vorkommen. Fiir das Streuexperiment mit £, = —2a.u.,
[ =0, F = 0.5a.u. sind in Abb. 4.1.6 die auftretenden Sequenzfolgen und ihre relative

Héaufigkeit dargestellt. Man erkennt zunéchst, dass eine endliche Anzahl von Sequenzen

1.0

I voll
0.8 I HDW ||

0.0

1 11 12 112 121 122 1212122121212112 221 212 211 22 21 2
Sequenz

Abbildung 4.1.6: Vergleich der Wahrscheinlichkeiten P des Auftretens einer be-
stimmten Sequenz fiir das Streuexperiment mit den Parametern 1 = —2a.u., [ = 0,
E = 0.5a.u. zwischen der vollen Dynamik (rot) und der Dynamik des HDW (blau).

mit einer maximalen Lénge von vier Ereignissen fiir die Klassifikation der Trajektorien in
der ESS ausreicht. Des Weiteren zeigt sich, dass die Sequenzen in der gendherten sowie in
der ungendherten Dynamik in etwa mit der gleichen Haufigkeit auftreten. Der grofste Un-
terschied ergibt sich fiir die Sequenzfolgen ’21" und '212’, was dadurch begriindet ist, dass
diese fiir die gewédhlten Anfangsbedingungen unter der Zeitentwicklung des HDW nicht
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4 Bewertung der Naherung

moglich sind
Pypw('21") = Pupw('212) = 0. (4.1.9)

Dennoch wird durch diese Gegeniiberstellung deutlich, dass die Klassifizierung der Tra-
jektorien ein wichtiges Hilfsmittel darstellt, um durch die Betrachtung der Dynamik des

HDW das Verhalten des ungendherten Systems qualitativ zu verstehen.

Klassifizierung im HDW

Im HDW ergibt sich die Klassifizierung des HDW direkt aus der diskretisierten Elektron-
Elektron-Wechselwirkung. Dies berechtigt zu der Annahme, dass Trajektorien mit der glei-
chen Sequenz von Ereignissen ein qualitativ ahnliches Verhalten aufweisen. Im Rahmen der
ESS kann somit eine Quasi-Ablenkfunktion definiert werden, die bei einem Streuexperi-
ment fiir jede Anfangsbedingung (r9,0°) untersucht, welche zeitliche Abfolge von Ereig-
nissen auftritt. Fiir das bereits oben diskutierte Streuexperiment mit £, = —2a.u., [ =0,
E = 0.5a.u. ist die Quasi-Ablenkfunktion fiir den HDW in Abb. 4.1.7 gezeigt. Man er-

=
o

Il I | ©N & o0 ®

(b)

Abbildung 4.1.7: a) Quasi-Ablenkfunktion des HDW fiir das Streuexperiment mit den
Parametern Fqy = —2a.u., [ = 0, £ = 0.5a.u.. Dargestellt ist die Sequenz der Abfolge
von Ereignissen in Abhingigkeit von den veréinderlichen Anfangsbedingungen (r9,6°).
Dabei entspricht 1’ einem Kick und ’2’ dem Ereignis 71 = r9. Zum Vergleich zeigt b)
die entsprechende Ablenkfunktion e*(r9, 09).

kennt, dass sich fiir 0° > 0,.x ~ 0.505 geméh (4.1.6) die Sequenzen 2’ und 22’ ergeben,
da fiir diese Anfangsbedingungen keine Kicks ('1’) auftreten. Im Bereich 0° < 6., tritt fiir
jede Trajektorie mindestens ein Kick auf, sodass daraus die Sequenzen ’1°, 117, '12°, "121’
etc. hervorgehen. Dies stellt eine natiirliche Partitionierung des Raums der Anfangsbedin-
gungen (r9,0%) dar, bei der Trajektorien mit dem gleichen charakteristischen Verhalten

zusammengefasst werden. Diese Einteilung gibt die grundlegende Struktur fiir die Ablenk-
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4.1  Klassische Untersuchung

funktionen e*(r9, 6%), I*(r9, 0°) des HDW vor. Das bedeutet, dass deren Topologie durch die
Einteilung in Bereiche mit gleicher Sequenz erzeugt wird. Diese Korrespondenz zwischen
der Struktur der Ablenkfunktion und der Einteilung des Raums der Anfangsbedingungen
(r9,6°) ist jedoch keineswegs iiberraschend, da in der Dynamik des HDW die Wechsel-
wirkung der Elektronen untereinander ausschlieflich durch das Auftreten der diskreten
Ereignisse 1" und 2’ bestimmt ist.

Dies ermdglicht eine detaillierte Untersuchung des Streuquerschnitts p(e*) (vgl. Abb. 4.1.5)
beziiglich der einzelnen Sequenzen. In Abb. 4.1.8 ist der jeweilige Anteil einer einzelnen

Sequenz fir p(e*) dargestellt. Daraus entnimmt man, dass die elastische Streuung (¢* = 5)

0.05p

Abbildung 4.1.8: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(e*) des HDW fiir das
Streuexperiment mit den Parametern Fy = —2a.u., [ = 0, £ = 0.5a.u.. Die farbliche
Unterscheidung der Sequenzen entspricht der von Abb. 4.1.7.

im Wesentlichen durch die Sequenz 22’ bestimmt wird. Zur inelastischen Streuung tragen
hauptséchlich die Sequenzen ’1’ (Anregung) sowie 2" und 12’ (Austausch) bei. Hierbei
kann das Maximum bei ¢ &~ —0.73 auf die Sequenzfolge '12’ zuriickgefithrt werden. Das
typische Verhalten der Trajektorien mit den Sequenzen '1°, '12’, ’2’ und ’22’ ist im Anhang
A.3.1 dargestellt.

Klassifizierung im ungendherten System

Klassifiziert man die Trajektorien des ungendherten Systems beziiglich der Ereignisse des
HDW, erhélt man fiir jede Anfangsbedingung (r9,6°) eine Sequenzfolge, wodurch man
eine Quasi-Ablenkfunktion fiir das volle System definieren kann. Diese ist in Abb. 4.1.9
zusammen mit der Ablenkfunktion €*(r9, 6°) dargestellt. Dadurch ergibt sich aus der Quasi-

Ablenkfunktion eine endliche Partitionierung des Raums der Anfangsbedingungen (9, 6°).
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Abbildung 4.1.9: a) Quasi-Ablenkfunktion des ungendherten Hamiltonians fiir das
Streuexperiment mit den Parametern F; = —2a.u., [ = 0, £ = 0.5a.u.. Dargestellt
ist die Sequenz der Abfolge von Ereignissen in Abhéngigkeit von den verénderlichen
Anfangsbedingungen (r3,6°). Dabei entspricht '1’ der Bedingung V.. = %’VeK | und
2" der Bedingung r; = ry. Zum Vergleich zeigt b) die entsprechende Ablenkfunktion
e*(rd, 0%).

Diese zeigt die gleichen charakteristischen Strukturen wie die Ablenkfunktion €*(rJ, ).
Daraus lasst sich schliefsen, dass deren Topologie ebenfalls durch die Quasi-Ablenkfunktion
bestimmt ist und somit Trajektorien mit der gleichen Sequenz ein qualitativ &hnliches Ver-
halten zeigen.

Die aus dem HDW gewonnene Klassifizierung erlaubt somit ebenfalls eine Untersuchung
der Streuquerschnitte beziiglich der einzelnen Sequenzen. In Abb. 4.1.10 ist der jeweili-

ge Anteil einer einzelnen Sequenz fiir p(e*) dargestellt. Man erkennt, dass die elastische

Abbildung 4.1.10: Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(e*) des vollen Ha-
miltonians fiir das Streuexperiment mit den Parametern F; = —2a.u., [ = 0, F =
0.5 a.u.. Die farbliche Unterscheidung der Sequenzen entpricht der von Abb. 4.1.9.

Streuung (e = 5) hauptséchlich durch Sequenzfolgen der Form 22’ bestimmt ist. Die
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Sequenzen '122" und 212’ fiihren bei der Anregungsstreuung (¢* > 1) zu einer Vermin-
derung der Projektilenergie. Die Austauschstreuung (¢* < 1) ist auf Trajektorien mit den
Sequenzen '2’, ’12’, '21’° zuriickzufiihren. Das Maximum in diesem Bereich entsteht durch
die Sequenzfolgen 12’ und ’21’. Typische Trajektorien dieser Sequenzfolgen sind in Anhang
A.3.2 dargestellt.

4.2 Quantenmechanische Untersuchung

In diesem Kapitel erfolgt die Beschreibung der ESS durch den quantenmechanischen Ha-
miltonian (2.2.15) fiir das Heliumatom im Unterraum L = 0 (vgl. Abschn. 2.3.2). Dies ge-
schieht durch direkte numerische Integration des Anfangswertproblems der ZASG (2.2.1).
Das Ziel besteht darin, einen qualitativen Vergleich zum klassischen Streuexperiment (vgl.
Abschn. 4.1) zu erméglichen. Es soll daher keineswegs eine systematische Betrachtung der
ESS im Rahmen der Quantenmechanik, wie z.B. in [38, 39, 40, 41], durchgefiihrt werden.
In Abschn. 4.2.1 wird zunéchst erkléart, welcher Algorithmus dafiir verwendet wird. Danach
wird fiir den Konfigurationsbereich der ZASG ein diskretes Gitter definiert (Abschn. 4.2.2)
und grundlegenden numerischen Tests unterzogen (Abschn. 4.2.1). In Abschn. 4.2.4 findet
die eigentliche Simulation der ESS statt.

4.2.1 Algorithmus

Fiir die numerische Integration der ZASG wird die Skriptsprache zmds [42] verwendet, wel-
che verschiedene Algorithmen fiir die Propagation der Wellenfunktion bereitstellt. Dazu
wird diese im Ortsraum auf einem diskretisierten Gitter dargestellt. Dies ermoglicht eine
einfache Berechnung der partiellen Ableitungen in den Ortskoordinaten mittels der Fast-
Fourier-Transformation. Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion geschieht durch ein
explizites Runge-Kutta-Verfahren 9. Ordnung mit adaptivem Zeitschritt. Dadurch kann

der relative Fehler f,. pro Zeitschritt nach oben durch f** begrenzt werden. Im Folgen-

max
rel

den wird fiir alle Berechnungen = 107® gewihlt. Eine detaillierte Beschreibung des

Algorithmus findet sich in der Dokumentation zu xmds [43].

4.2.2 Definition des Gitters

Der Konfigurationsraum der ZASG fiir das Heliumatom im Unterraum L = 0 in Orts-
darstellung wird durch die Radien r; und ro sowie den Relativwinkel 6 aufgespannt. Fiir

die numerische Losung der ZASG mit Hilfe des in Abschn. 4.2.1 vorgestellten Algorithmus
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4 Bewertung der Naherung

wird die Wellenfunktion ¢ (ry, r9, 6) auf einem diskreten Gitter dargestellt. Dabei werden
fiir jede Koordinate eine bestimmte Anzahl von N Punkten in einem endlichen Intervall

platziert.

Winkelgitter

Die Winkelkoordinate 6 ist im Bereich [0, 7] definiert. Jedoch ist zu beachten, dass bei der
Verwendung des Algorithmus aus Abschn. 4.2.1 die Wellenfunktion periodischen Randbe-

dingungen geniigen muss. Um dies zu realisieren, wird der Definitionsbereich auf
6 € [—m, 7] (4.2.1)

erweitert. Definiert man die Wellenfunktion ¢ im physikalisch nicht sinnvollen Bereich
[—7, 0] zu

W(—0) = ¥(6), 0> 0, (4.2.2)

folgt unmittelbar die geforderte Relation

U(=m) = ¥(m). (4.2.3)

In allen folgenden Berechnungen wird die Anzahl der Gitterpunkte zu Ny = 16 gewéhlt.
Diese werden in einem Abstand Af = 27/n, im Intervall [—7, 7| so platziert, dass die Sin-
gularitdt im Hamiltonian des Heliumatoms bei 6 = 0 geméifs Abschn. 2.2.2 genau zwischen

zwei Gitterpunkten liegt.

Radialgitter

Die Radialkoordinate r ist im Bereich [0, c0) definiert. Die Erweiterung des Definitionsbe-

reichs auf
r € (—o00,00) (4.2.4)

erfolgt aus zwei Griinden. Zum einen muss die Wellenfunktion wegen (2.2.3) der Randbe-
dingung
Y(r=0)=0 (4.2.5)

geniigen. Dies kann realisiert werden, indem man fiir die Wellenfunktion im physikalisch

nicht sinnvollen Bereich (—o0, 0]

Y(=r)=—=u(r), r>0 (4.2.6)
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fordert. Aufserdem miissen fiir die Wellenfunktion auch in der Koordinate r periodische

Randbedingungen erfiillt sein. Das impliziert die Bedingung;:
Y(r — o0) = 0. (4.2.7)

Bei der numerischen Behandlung muss die Beschreibung der Wellenfunktion in einem end-

lichen Intervall [—L,, L,] erfolgen. Somit muss man in Konsistenz mit (4.2.7) fordern:
Y(r — L,) — 0. (4.2.8)

Das bedeutet, dass der Wert fiir L,, insbesondere in einem Streuexperiment, grofs genug
gewihlt werden muss.

Gleichzeitig muss fiir den Fall des Heliumatoms im Bereich des Ursprungs ein kleiner Ab-
stand zwischen den Gitterpunkten gegeben sein. Damit dadurch die Gesamtanzahl der
Gitterpunkte nicht zu grofs wird, ist es zweckméfig, ein Gitter mit einem variablen Ab-
stand zwischen den Gitterpunkten zu definieren. Da fiir das numerische Losungsverfahren
entsprechend Abschn. 4.2.1 ein Gitter mit einem gleichbleibenden Abstand erforderlich ist,
wird dazu die ZASG beziiglich der Koordinate ¢, gegeben durch die Transformation

r = q — cparctan(ciq) (4.2.9)

entsprechend Abschn. 2.2.2, formuliert. Das Gitter im ¢g-Raum ist durch N, Punkte in ei-
nem Intervall [—L,, L,] gegeben. Die Punkte besitzen somit untereinander einen konstanten
Abstand Aq = 2L¢/n, und werden so verteilt, dass sich die Koordinate ¢ = 0 zwischen zwei
benachbarten Gitterpunkten befindet (vgl. Abschn. 2.2.2).

Die Parameter werden folgendermafsen gewahlt:

N, = 256, (4.2.10a)
L,=125.0au., (4.2.10b)
co = 18.0, (4.2.10¢)
¢1 = 0.05. (4.2.10d)
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4 Bewertung der Naherung

Daraus ergibt sich im r-Raum geméf Abb. 2.2.2 ein Gitter im Bereich [—L,, L,] mit:

L, ~ 99.58a.., (4.2.11a)
Ar(r —0) = 0.1, a.u., (4.2.11b)
Ar(r — L,) ~ 0.95, a.u.. (4.2.11c)

4.2.3 Numerische Tests

In diesem Abschnitt sollen grundlegende numerische Tests durchgefiihrt werden, um zu
iiberpriifen, ob die Wahl des Gitters fiir die Winkel-, sowie Radialkoordinaten gerechtfer-
tigt ist.

Dabei wird fiir verschiedene Hamiltonians H (), wobei z fiir die jeweils betrachteten Ko-
ordinaten steht, das Spektrum o(F) numerisch berechnet. Dieses erhélt man durch Pro-

pagation eines Wellenpakets mit der entsprechenden ZASG:

za (x,t) = H(z)(x,t). (4.2.12)

Durch Fouriertransformation der Korrelationsfunktion
c(t) = /dx¢(m,0)*¢(m,t) (4.2.13)
erhdlt man bis auf Vorfaktoren das Spektrum des Hamiltonians [30]:
o(E) ~ / dtePle(t). (4.2.14)
Dabei stellt ¢(x,0) die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0 dar.

Winkelgitter

Um das Gitter entlang der Koordinate # zu untersuchen, betrachtet man den Winkelanteil

der kinetischen Energie im Hamiltonian (2.2.15) des Heliumatoms:

1 0 0
——— 2 (s ). 2.1
Hy 090 (sm@ ) (4.2.15)

Dieser Operator entspricht einem Drehimpulsoperator {2, dessen Spektrum bekannt ist:

Py =11+ 1)y, €N, (4.2.16)
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4.2  Quantenmechanische Untersuchung

wobei 1; die Eigenfunktionen von 12 sind. Fiir ein Wellenpaket
¥(0,0) = e 0= (4.2.17)

ergibt sich nach einer Propagationsdauer von ¢ = 200 a.u. das in Abb. 4.2.1 gezeigte Spek-
trum o(F).
Es zeigt sich, dass durch Ny = 16 die fiinf niedrigsten Energien im Spektrum (4.2.16) von

o o o =
N o) o) =)

|o(E)|? [arbitrary units]

°
el

o
o

0 5 10 15 20 25
I(1+1) [a.u]

Abbildung 4.2.1: Spektrum des Operators Hy durch numerische Integration des Wel-
lenpakets aus (4.2.17) fiir eine Zeitdauer ¢ = 200 a.u. auf einem Gitter mit Ny = 16
Punkten.

Hy eindeutig reproduziert werden. Daher kann angenommen werden, dass das dynami-
sche Verhalten der Wellenfunktion entlang der Koordinate 6 fiir Drehimpulse [ < 5a.u.

hinreichend gut beschrieben wird.

Radialgitter

Bei der Betrachtung der ESS wird das im Kern gebundene Elektron im Grundzustand
préapariert (vgl. Abschn. 2.3.2). Daher soll untersucht werden, ob durch das in Abschn.
4.2.2 gewahlte Gitter fiir die Radialkoordinate r das Spektrums des Hamiltonoperators
des Wasserstoffproblems
0?2  Z
H=——— (4.2.18)

or2 r

reproduziert wird. Dazu wird fiir Z = 2 der Anfangszustand

U(r,0) =re™" (4.2.19)
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4 Bewertung der Naherung

fiir eine Zeitdauer von ¢t = 10000 a.u. propagiert. Das daraus bestimmte Spektrum ist in
Abb. 4.2.2 zu dargestellt. Dort identifiziert man Maxima fiir die Werte £ = —2.02, —0.502,

1.0
0.20

Zos 0.16}

5 0.12+

B 0.08}

206

g 0.04+ |

= -1.0 -0.8 —0.6 —0.4 —0.2 0.0

=.0.4

@

S

To0.2

0.0575 25 =50 —is —i0 —05 0.0

E Ja.u]

Abbildung 4.2.2: Spektrum des Operators H, durch numerische Integration des Wel-
lenpakets aus (4.2.19) fiir eine Zeitdauer ¢ = 10000 a.u. auf einem Gitter mit N, = 256
Punkten im Bereich [—L;, L,| mit L, = 100 a.u.. Das Gitter wurde dabei gemafs (4.2.9)
mit den Parametern ¢y = 18.0, ¢; = 0.05 transformiert.

—0.125, —0.080 a.u.. Diese konnen eindeutig mit den Eigenwerten des Hamiltonians H.

1

JoN N —
0(n+1)2

n=0,1,23, .. (4.2.20)
identifiziert werden, wobei im Fall Z = 2 fiir die Grundzustandsenergie Ej gilt:
Ey = —-2a.u. (4.2.21)

Der Unterschied in den Amplituden der Maxima ist dadurch begriindet, dass der Anfangs-
zustand (4.2.19) nur einen sehr geringen Uberlapp mit den angeregten Eigenzustinden
(n > 1) von H, besitzt.

Trotzdem zeigt dies, dass die Dynamik des gebundenen Elektrons in der Radialkoordinate

durch das gewéhlte Gitter ausreichend beschrieben wird.

Winkel- und Radialgitter

Fiir die Beschreibung des Heliumatoms wird die Koordinate # als Winkelgitter und die
Koordinaten r; und ry als Radialgitter diskretisiert. Zur Evaluierung wird das Spektrum

des Hamiltonians des Heliumatoms im Unterraum L = 0 (2.2.15) betrachtet. Fiir den
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4.2  Quantenmechanische Untersuchung

Anfangszustand zur Zeit t = 0
$(r1,79,0,0) = ryrge 107, (4.2.22)

ergibt sich nach einer Propagationszeit von t = 200 a.u. das in Abb. 4.2.3 gezeigte Spek-

trum. In diesem ist ein eindeutiges Maximum bei £ = —2.935a.u. zu erkennen. Dies

100

80

60

a0t

|o(E)|? [arbitrary units]

20r

Abbildung 4.2.3: Spektrum des Hamiltonians (2.2.15) durch numerische Integration
des Wellenpakets aus (4.2.22) fiir eine Zeitdauer ¢ = 200a.u.. Das Gitter besteht aus
Ny = 16 Punkten im Intervall [—m, ] fir die Koordinate 6 und jeweils N, = 256
Punkten im Intervall [—L,, L,] mit L, = 100 a.u. fiir die Radialkoordinaten 1 und ry,
welche geméf (4.2.9) mit den Parametern ¢y = 18.0, ¢; = 0.05 transformiert wurden.

entspricht mit einem relativen Fehler von 1072 dem akzeptierten Wert fiir die Grundzu-
standsenergie des Heliumatoms, welcher bei Ey = —2.90372 a.u. liegt [44]. Des Weiteren
zeichnet sich im Bereich £ = —2.17 a.u. ein weiteres Maximum ab, welches mit dem ersten
angeregten Zustand 23S, dessen Energie Fysg = —2.17523 a.u. betrigt [44], identifiziert
werden kann. Die kleine Amplitude dieses Maximums ergibt sich aus dem geringen Uber-
lapp des Anfangszustandes (4.2.22) mit dem Zustand 23S sowie der vergleichsweise kurzen
Propagationsdauer. Dennoch kann das Ergebnis als befriedigend angesehen werden, da mit
dem gewahlten Gitter und dem verwendeten Algorithmus die Grundzustandsenergie und

der Abstand zum ersten angeregten Zustand reproduziert werden.

4.2.4 Streuprozess

Fiir die Betrachtung der quantenmechanischen ESS wird die ZASG mit dem Hamiltonian
(2.2.15) des Heliumatoms im Unterraum L = 0 numerisch mit Hilfe des in Abschn. 4.2.1
vorgestellten Algorithmus gelost. Die Definition des diskreten Gitters erfolgt nach dem in
Abschn. 4.2.2 dargelegten Schema. Die Koordinate 6 wird als Winkelgitter durch Ny = 16
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4 Bewertung der Naherung

Punkte und die Koordinaten r; und ry jeweils als Radialgitter durch N, = 256 Punkte
dargestellt.
Das Streuexperiment soll das quantenmechanische Analogon zur klassisch betrachteten

ESS (vgl. Abschn. 4.1) beschreiben. Daher wird das im Kern gebundene Elektron im
Grundzustand mit der Energie £} und dem Drehimpuls [, gegeben durch

E, = —2au, (4.2.23a)
=0, (4.2.23b)

prapariert. Das freie Elektron wird als Gaufisches Wellenpaket mit dem mittleren (radialen)
Impuls k& dargestellt. Mit (2.3.28) lautet die Gesamtwellenfunktion zur Zeit ¢ = 0

G, ra, 0, = 0) = V2272 (2m0?) 7/ pyePr g re = 0 gikra, (4.2.24)

Der Wert fiir k£ ergibt sich durch Festsetzen des Erwartungswertes der Gesamtenergie
E =0.5au. zu
k=—\2(E—E) =—-2236a.u. (4.2.25)

Die Parameter s und b des Wellenpakets werden folgendermafsen gewahlt:

s ="Tha.u., (4.2.26a)
b=38.0a.u.. (4.2.26b)

Dadurch kénnen die Elektronen im Anfangszustand als anndhernd unabhéngig voneinander
betrachtet werden. Aufserdem ist die Impulsverteilung des freien Elektrons stark um den
Wert k = —2.236 a.u. lokalisiert [45]|. Eine Darstellung des Anfangszustandes (4.2.24) mit
den gewéhlten Parametern findet sich in Abb. 2.3.2.

Um der Ununterscheidbarkeit der beiden Elektronen Rechnung zu tragen, wird der Zustand
(4.2.24) geméf (2.3.29) symmetrisiert, wodurch eine gesonderte Betrachtung des Singlett-
und des Triplettzustandes erforderlich wird. Das zeitliche Verhalten der Wellenfunktion
wahrend des Streuprozesses ist fiir diese beiden Fille in den Abb. 4.2.4, 4.2.5 dargestellt.
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4.2  Quantenmechanische Untersuchung

9" =0.196 9% =1.374 0" =2.945
I I I I
20 .
10 4t* =21 a.u.
t* =27 a.u.
E}
[49]
- t* =31 a.u.
&
t* =37 a.u.
t* =45 a.u.

Abbildung 4.2.4: Darstellung von W(rl, ro,0 =60%t = t*)}2 des Singlettzustandes im
Bereich des Kerns fiir verschiedene Werte 0* und zu unterschiedlichen Zeiten t* wiahrend
der ESS.



4 Bewertung der Naherung

6" =0.196 6" =1.374 0% =2.945

10 ] . Jt* =21 a.u.

t* =27 a.u.

t* =31 a.u.

ry [a.u]

t* =37 a.u.
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Abbildung 4.2.5: Darstellung von W(Tl, ro,0 =0%t= t"‘)’2 des Triplettzustandes im
Bereich des Kerns fiir verschiedene Werte 6* und zu unterschiedlichen Zeiten t* wahrend
der ESS.

Dabei zeigt sich fiir den Singlettzustand, dass die Elektron-Elektron-Wechselwirkung ei-

ne starke 6-Abhéngigkeit der Wellenfunktion induziert. Im Gegensatz dazu ist ein solches
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4.3  Korrespondenzverhalten

Verhalten fiir den Triplettzustand nicht zu beobachten.

Dies hat einen mafsgeblichen Einfluss auf die jeweiligen Streuquerschnitte, p;(k), welche
angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein asymptotisch freies Elektron nach dem Streu-
prozess den radialen Impuls & und den Drehimpuls [ besitzt (vgl. Abschn. 2.3.2) . Die
Notation soll dabei verdeutlichen, dass fiir diese Grofsen £ € R und [ € N gilt. Die Pro-
pagation der Wellenfunktion erfolgt demnach so lange, bis fiir die Grofke p;(k) Konvergenz
erreicht ist und die ESS als abgeschlossen betrachtet werden kann.

Die Ergebnisse der Streuquerschnitte fiir den Singlett- sowie den Triplettzustand sind in
Abb. 4.2.6 dargestellt. Man erkennt, dass es fiir den Drehimpuls [ = 0 als Folge der elas-

7 7
6l 0.25 6 025
0.20 0.20
5t 0.15 5t 0.15
0.10 0.10
—~4  0.05 —~ 4 0.05
) =
< 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 < 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
k [au.] k [au]
(a) (b)

Abbildung 4.2.6: Streuquerschnitte p;(k) fiir ein freies Elektron nach dem Streuprozess
(durchgezogene Linie) fiir a) den Singlettzustand und b) den Triplettzustand. Als Ver-
gleich ist die Verteilung p;(—k) fiir ein freies Elektron vor dem Streuprozess (gestrichene
Linie) eingezeichnet.

tischen Streuung ein groftes Maximum bei k£ =~ 2.25a.u. gibt. Des Weiteren ergeben sich
fiir niedrigere Werte von k weitere Maxima mit Drehimpulsen [ > 0. Diese entstehen
durch Anregung des im Kern gebundenen Elektrons. Die diskrete Natur der gebundenen
Zustéande bedingt in der Impulsverteilung fiir das freie Elektron das Auftauchen einzelner
Maxima. Bei der ESS des Triplettzustandes stellt sich heraus, dass die Wahrscheinlichkeit

fiir die unelastische Streuung nahezu null ist.

4.3 Korrespondenzverhalten

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der klassischen (vgl. Abschn. 4.1) und der quan-
tenmechanischen (vgl. Abschn. 4.2) ESS miteinander verglichen werden.
Dafiir wird fiir beide Félle die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(k) betrachtet, welche an-

gibt mit welcher Haufigkeit der Impuls £ fiir ein nach dem Streuprozess freies Elektron
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4 Bewertung der Naherung

auftritt. Die Ergebnisse fiir die volle und gendherte klassische sowie die quantenmechani-
sche Dynamik fiir den Singlett- und den Triplettzustand sind in Abb. 4.3.1 dargestellt.

Man erkennt, dass die beiden klassischen Verteilungen sehr nah beieinander liegen, was

— klassisch - voll
67| — klassisch - HDW
— QM - Singlett
5/ --- QM - Triplett
_ 4
=
<3
2|
1
8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

k [a.u.]

Abbildung 4.3.1: Wahrscheinlichkeitsverteilung p(k) fiir den Impuls %k eines freien
Elektrons nach dem Streuprozess fiir das klassische und das quantenmechanische Streu-
experiment.

in der Tatsache begriindet ist, dass die Beschreibung der Energieendzusténde €* fiir den
HDW und die volle Dynamik einen hohen Grad an Ubereinstimmung aufweist (vgl. Ab-
schn. 4.1.2). Der Singlettzustand im quantenmechanischen Modell unterscheidet sich von
den klassischen Rechnungen dadurch, dass die Verteilung im Bereich der elastischen Streu-
ung (k ~ 2.25a.u.) ein stérkeres Maximum aufweist. Dies ergibt sich jedoch unmittelbar
daraus, dass die gebundenen Zusténde in der quantenmechanischen Beschreibung diskre-
tisiert liegen, wodurch das nach dem Streuprozess freie Elektron bestimmte Werte fiir den
Impuls k£ nicht annehmen kann. Im Unterschied dazu kann in der klassischen Beschreibung
das gebundene Elektron jeden Wert F; € (—o00,0) fiir die Energie annehmen. Es zeigt
sich jedoch fiir Werte k < 1.5a.u., welches einer Anregung des gebundenen Elektrons in
angeregte Zustande entspricht, dass die klassischen und quantenmechanischen Verteilun-
gen gut miteinander korrespondieren. Die Verteilung des HDW zeigt zusétzlich ein kleines
Maximum im Bereich k ~ 1.3 a.u., welcher auf einen Sattelpunkt in der Ablenkfunktion
zurilickgefiihrt werden kann (vgl. Abschn. 4.1.2). Dieses Verhalten ist ebenfalls in der Ver-
teilung des Singlettzustands im Bereich k£ ~ 1.4 a.u. zu beobachten. Dieses Detail legt es
nahe, dass der HDW besser mit der Verteilung des Singlettzustands iibereinstimmt als die
volle Dynamik. Demgegeniiber zeigt der Triplettzustand nahezu keine Korrespondenz mit
den klassischen Streuquerschnitten, da die Wahrscheinlichkeit fiir inelastische Streuung ge-
gen null geht.

Das gleiche Verhalten lésst sich bei der Betrachtung der Endzusténde fiir den Drehim-
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4.3  Korrespondenzverhalten

puls [ beobachten. Da die klassischen Streuexperimente eine kontinuierliche Verteilung
fiir die Werte von [ zeigen (vgl. Abschn. 4.1.2), wird diese entsprechend dem quanten-
mechanischen Spektrum diskretisiert. Dieses Vorgehen wird standardméfig bei der quasi-
klassischen Trajektorien-Methode verwendet [46]. Das bedeutet, dass die klassische Vertei-
lung mit [ € R auf die quantenmechanisch erlaubten Werte fiir [ € N projiziert wird [47].
Dadurch ergeben sich die in Abb. 4.3.2 gezeigten Wahrscheinlichkeiten p; fiir das Auftre-

ten des Drehimpulses [ fiir ein freies Elektron nach der Streuung. Es zeigt sich, dass die

1.0,
Bl klassisch - voll
Il klassisch - HDW

0.8 BB QM - Singlett
QM - Triplett

0.6r

N
0.41
0.2}
L B _ ‘
0.0 0 1 2 3 4 S

[ [a.u]

Abbildung 4.3.2: Wahrscheinlichkeiten p; fiir den Drehimpuls [ eines freien Elektrons
nach dem Streuprozess fiir das klassische und das quantenmechanische Streuexperiment.
dabei wurden die klassischen Werte [ € R auf das quantenmechanisch erlaubte Spektrum
l € N projiziert.

Dynamik des HDW eine bessere Korrespondenz mit dem quantenmechanischen Verhalten
des Singlettzustands aufweist als die volle Dynamik. Fiir den Triplettzustand ist durch die
Unterdriickung der inelastischen Streuung die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
Zustéanden mit [ > 0 nahezu null. Dieses Verhalten lédsst sich mit Hilfe des HDW durch
eine Analogiebetrachtung verstehen: Im HDW tritt die inelastische Streuung nur dann auf,
wenn wahrend der Zeitentwicklung der Trajektorie ein Kick auftritt. Dieser findet jedoch
nur im Bereich ry = ry statt, wenn die Elektron-Elektron-Wechselwirkung eine dominante

Rolle spielt. Fiir den Triplettzustand gilt
"(/1(7”1 =T9, 9) = 0, (431)

wodurch die Wellenfunktion im Bereich der klassischen Kicks nur eine sehr geringe Ampli-
tude besitzt.
Durch die qualitative Ubereinstimmung der Streuwahrscheinlichkeiten p(k) und p; zwischen

dem quantenmechanischen Singlettzustand und der klassischen Beschreibung im Rahmen
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4 Bewertung der Naherung

des HDW scheint somit die Moglichkeit gegeben, das Verhalten der Wellenfunktion im

Heliumatom mit Hilfe der Sequenzfolgen fiir die Trajektorien des HDW zu interpretieren.
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5 Zusammenfassung

Ausgehend von der Beschreibung des Heliumatoms im invarianten Unterraum mit Ge-
samtdrehimpuls L = 0 wurde die klassische und die quantenmechanische Formulierung fiir
die Elektronenstof-Streuung vorgenommen. In diesem Zusammenhang wurde insbesondere
dargelegt, in welcher Art jeweils die Praparation der Anfangszustdnde und die Berechnung
der Streuquerschnitte zu erfolgen hat.

Danach wurde fiir die klassische Dynamik des Heliumatoms ein Hamiltonian dominan-
ter Wechselwirkung entwickelt. In dieser Naherung wird die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung entsprechend ihres charakteristischen Verhaltens im Nah- und im Fernfeld durch
zeitlich diskrete Ereignisse approximiert, bei denen ein Umschalten des Hamiltonians statt-
findet. Der Vorteil dieses Modells ist, dass zwischen diesen Ereignissen eine effektive Sepa-
ration der Dynamik der beiden Elektronen stattfindet, wodurch das System lokal integrabel
wird.

Anschliefsend wurde fiir die Elektronenstof-Streuung die Dynamik des gendherten Systems
der vollen klassischen Dynamik gegeniibergestellt. Dabei zeigte sich in den Ablenkfunk-
tionen zumindest eine qualitative Ubereinstimmung. Ein quantitativer Vergleich erfolgte
durch Betrachtung der Streuquerschnitte fiir die Energie und den Drehimpuls. Es stellte
sich heraus, dass im gendherten System die Streuung in Zustdnde mit niedrigen Werten
fiir den Drehimpuls nur unzureichend berticksichtigt wird, wodurch im Vergleich zur vollen
Dynamik die starke Korrelation zwischen Energie und Drehimpuls in den Endzustéanden
verloren geht. Im Gegensatz dazu wird das Verhalten des einfach-differentiellen Streuquer-
schnitts fiir die Energie des Projektilelektrons durch die gendherte Dynamik nahezu exakt
reproduziert.

Des Weiteren ergibt sich aus der Struktur des Hamiltonians dominanter Wechselwirkung
ein Schema zur Klassifizierung der Trajektorien durch eine Sequenz von diskreten Ereignis-
sen fiir das gendherte und das ungenéherte System, woraus eine Partitionierung des Raums
der Anfangsbedingungen resultiert. Durch Vergleich mit den Ablenkfunktionen zeigt sich,
dass Trajektorien mit der gleichen Sequenz das gleiche charakteristische Verhalten aufwei-
sen. Folglich konnen die verschiedenen Maxima im Streuquerschnitt jeweils eindeutig einer

bestimmten Sequenzfolge zugeordnet werden.
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5 Zusammenfassung

Schliefslich wird das exakte quantenmechanische Streuproblem betrachtet, um zu untersu-
chen inwieweit dieses mit der klassischen Beschreibung korrespondiert. Ein Vergleich der
Streuquerschnitte offenbart qualitative Ubereinstimmungen zwischen der geniiherten bzw.
ungenéherten klassischen Dynamik und der quantenmechanischen Dynamik des Singlettzu-
standes bei der Streuung des gebundenen Elektrons in angeregte Zustédnde. Bemerkenswert
ist dabei, dass mit dem Hamiltonian dominanter Wechselwirkung eine bessere Ubereinstim-
mung mit den quantenmechanischen Resultaten zu beobachten ist.

Folglich wére es interessant, die Trajektorien des Hamiltonians dominanter Wechselwir-
kung fiir eine semiklassische Approximation der Wellenfunktion zu verwenden. Dadurch
konnten unter Umsténden Strukturen der quantenmechanischen Streuquerschnitte mit den
Sequenzen, welche sich aus dem Klassifizierungsschema fiir die Trajektorien ergeben, iden-
tifiziert werden.

Weiterfithrend sollte die Frage untersucht werden, ob der Hamiltonian dominanter Wech-
selwirkung ohne Umweg iiber die Semiklassik auch quantenmechanisch formuliert werden

kann.
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A Anhang

A.1 Planare Bewegung durch L=0

Hier soll gezeigt werden, dass durch die Forderung L = 0 die klassische Dynamik des Heliu-
matoms unter Einfluss des Hamiltonians (2.1.4) in einer zeitlich konstanten Ebene verlauft.

Bei der Betrachtung der Bewegungsgleichungen (2.1.2) in kartesischen Koordinaten:
7:;‘: (ZEi,yi,ZZ'>7 1= 1,2 (All)

ergibt sich fiir die z-Komponente beider Elektronen

ZII,Q - p21’27 (A12a)
. z 1
Porg = —Z—25 £ (21 — 1) ———. (A.1.2b)
|7”1,2| |7”1—7“2|
Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass zur Zeit tq gilt:
woraus sich fiir (A.1.2b) unmittelbar ergibt:
pZLQ (tO) = 0 (A14)
Aus der Forderung L=0 folgt aus der x- und y-Komponente aukerdem:
Y
pz1 = __2p227 (A15a)
Y1
T2
Doy = ——Day- (A.1.5b)
T

Diese Gleichungen fiihren auf folgenden Zusammenhang zwischen den z-, und y-Koordinaten

der beiden Elektronen:
B_n (A.1.6)

U1 Z1
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A Anhang

Im Allgemeinen ist diese Aussage jedoch nicht wahr, weshalb (A.1.5) nur durch die triviale

Losung

Pzy = Pz = 0 (A17)

erfiillt werden kann. Somit folgt mit Hilfe von (A.1.2a) und (A.1.4)

Pzi(to) =0, i=1,2, (A.1.8b)
so dass fiir alle Zeiten t gilt:
(A.1.10)
pzi(t) =0,:1=1,2

Daraus folgt, dass die durch Elektronen und Kern zur Zeit ¢, definierte Ebene geméfs
(A.1.3) einen invarianten Unterraum darstellt. Somit liegt durch die Bedingung L =0 eine

planare Konfiguration vor.
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A.2 Invarianz der Ablenkfunktion

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die Topologie der Ablenkfunktion €*(r9,6°) invari-
ant unter einer Anderung der Gesamtenergie E ist. Es tritt lediglich eine Skalierung der
charakteristischen Energieskala auf. Dafiir wird die ESS fiir die Streuung an einem im Kern
gebundenen Elektron, welches sich im “Grundzustand” befindet, untersucht. Dadurch sind
die Werte fiir die Parameter E; und [ fest:

Ey = —2a.u,, (A.2.1a)
[=0. (A.2.1b)

Das entsprechende Streuexperiment wird bei den Gesamtenergiewerten £/ = 0.5,1.0,2.0 a.u.
fiir die volle Dynamik und die Dynamik mit HDW durchgefiihrt. Die entsprechenden Ab-
lenkfunktionen sind in den Abb. A.2.1, A.2.2, A.2.3 zu sehen. Dabei wurden fiir die Ab-
lenkfunktion bei £ = 0.5a.u. N = 10° Trajektorien verwendet. Fiir die Ablenkfunktionen
bei £ = 1.0,2.0a.u. wurden N = 4 - 10* Trajektorien verwendet, da dies ausreicht, um
die grundlegende Struktur offenzulegen. Man erkennt, dass durch die Verdnderung der Ge-
samtenergie die Ablenkfunktion relativ zur Koordinate rJ verschoben wird. Dies ergibt sich
daraus, dass das Projektilelektron geméfs (4.1.1) jeweils einen anderen Anfangsimpuls be-
sitzt. Beriicksichtigt man diese relative Verschiebung, zeigen die Ablenkfunktionen bei ver-
schiedenen Werten fiir die Gesamtenergie E das gleiche Verhalten. Der einige Unterschied
besteht lediglich in der Wahl der Skala fiir die farbliche Darstellung der Ablenkfunktion

*(,.0 N0
e*(r9,0").
! . . 0.5 1.0 1.5 3.0 3.5 Q
+1e3 0 +1e3

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5
ry [au] Ty

(a) (b)

=
o

=
o

e N A o o

I 1 1 | 1 © N & oo o

20 25
[au]

Abbildung A.2.1: Ablenkfunktion €*(r9,6°) fiir das Streuexperiment mit den Para-
metern By = —2a.u., | = 0, £ = 0.5a.u. fiir a) die ungenéherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.
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5 5
3.0

4 4

3 2.5 3

2 2

1 2.0 1

< 1.5 0 1.5 0
- -1

_ 1.0 2

- 0.55, -3
S~ :

. 4.5 - 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 -3

73 [au] +9.99e2 ry [a.u)
(a) (b)

Abbildung A.2.2: Ablenkfunktion e*(r9, %) fiir das Streuexperiment mit den Para-
metern Fy = —2a.u., | =0, E = 1.0a.u. fiir a) die ungenéherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.

3.0
‘ 2.4
. 1.8

1.2
: 0.6
) 0.0
: 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40

“+le3

r{ fau]

(a) (b)
Abbildung A.2.3: Ablenkfunktion e*(r9,0°) fiir das Streuexperiment mit den Para-

metern Fy = —2a.u., | =0, E = 2.0a.u. fiir a) die ungenéherte Dynamik und b) die
Dynamik mit dem HDW.
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A.3 Typische Trajektorien

Im Folgenden sollen fiir die Dynamik des HDW (A.3.1) sowie fiir die volle Dynamik (A.3.1)
typische Trajektorien der ESS mit den Parametern £} = —2a.u., [ =0, £ = 0.5 a.u. gezeigt
werden. Es wird dabei fiir jede Sequenzfolge, welche mit einer Wahrscheinlichkeit P > 1072
(vgl. Abb. 4.1.6) auftritt, die Zeitentwicklung einer entsprechenden Trajektorie, welche
durch die Anfangsbedingungen 79, #° bestimmt ist, als Beispiel fiir das charakteristische
Verhalten dargestellt.

A.3.1 Gendherte Dynamik

Bei der gendherten Dynamik treten die Sequenzfolgen 17, ’12’, ’2’ und "2’ jeweils mit einer
Wahrscheinlichkeit P > 1072 auf. Die Darstellung der Trajektorie erfolgt jeweils drei Teile
in den Abbildungen A.3.1 - A.3.4.

Es wird die Projektion der beiden Teilchenbahnen in eine gemeinsame Ebene ohne zeit-
liche Auflosung gezeigt. Dabei ist das Projektilelektron durch eine rote Linie und das
Zielelektron durch eine blaue Linie dargestellt. Die Position des Kerns ist durch ein X’
gekennzeichnet.

Des Weiteren wird der zeitliche Verlauf der Koordinaten r;(¢) (blaue Linie fiir das Zielelek-
tron), 75(t) (rote Linie fiir das Projektilelektron) sowie der Relativwinkel 0(t) (schwarze
Linie) abgebildet.

SchlieRlich wird der zeitliche Verlauf der Funktion F (3.2.23) mit dem Drehimpuls |py ()]

verglichen.

3 5 2.0
— F
4
2| |Po
3 1.5
1 & )
<, 0 1
= 0
_ 5=}
- T 0.0—745 346 247 448 449 450 451

- - = 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451
z; [au] t [au] t [a.u.

Abbildung A.3.1: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’1’ mit den Anfangsbedingun-
gen 1) = 1001.225a.u., #° = 0.2 .
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— F

pg in [a.u.]

3, 5 2.0
4
2
3 1.5
=
1 2,
:5 =
=, 0 1 1.0
=
o ‘" '
=1
0.5
2 B
-3 g 0.0'
=3 -2 -1 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451
z; [a.u] t [a.u.]

445 446 447 448 449 450 451
t [au]

Abbildung A.3.2: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’12’ mit den Anfangsbedin-

gungen 9 = 1003.150 a.u., #° = 0.2 .

— F

pg in [a.u.]

3, 5 2.0
4
2
.3 1.5
=
1 2,
:' =
= 0 —_— 1 1.0
=
0|
=1
0.5
=2 =
-3 s 0.0'
=3 -2 -1 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451
z; [a.u] t [a.u.]

445 446 447 448 449 450 451
t [au]

Abbildung A.3.3: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’2’ mit den Anfangsbedingun-

gen 79 = 1000.980 a.u., #¥ = 2.5 .

3, 5 2.0y
4
2
.3 15
1 =
R
= S
<, 0 x 1 1.0
=
0
=1
0.5
=2 =
-3 ™ 0.0
A B R — 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451
z; [a.u] t [a.u.]

445 446 447 448 449 450 451
t [a.u.]

Abbildung A.3.4: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’22’ mit den Anfangsbedin-

gungen r§ = 1003.15a.u., ° = 2.5 .

A.3.2 Volle Dynamik

Bei der vollen Dynamik treten die Sequenzfolgen 12, '122°, ’2’, "217, 22" und 212’ jeweils
mit einer Wahrscheinlichkeit P > 1072 auf. die Darstellung der typischen Trajektorien
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erfolgt analog zu Anhang A.3.1 in den Abb. A.3.5 - A.3.10 , mit dem einzigen Unter-
schied, dass die Funktion £ mit dem zeitlichen Verhalten der Drehimpulsénderung |pg(t)|
verglichen wird.

— T

w

5 2.0,
4 b
2 D
3 15
1 & )
£l <
=, 0 1 1.0
- 0
=1
0.5
-2 <
232 =T 0 1 2 3 TTT445 446 447 448 449 450 451 0.0745 346 247 448 449 450 451
z; [au] t [au] t [a.u]

Abbildung A.3.5: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’12’ mit den Anfangsbedin-
gungen 7“8 =1003.150 a.u., #° = 0.2 .
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\ i
/ '
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2.0

1.5

1.0

0.5]

- = = 0 1 2 3 TTT445 446 447 448 449 450 451 0.0~"345 446 447 448 449 450 451
z; [au] t [au] t [a.u.]

Abbildung A.3.6: Typische Trajektorie fiir die Sequenz 122’ mit den Anfangsbedin-
gungen 7§ = 1001.505a.u., #° = 0.45 .
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— F
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4
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.3
1 &, )
-
0 1
OM\}\/

- = = 0 1 2 3 445 446 447 448 449 450 451
z; [au] t [au] t [a.u.]

Abbildung A.3.7: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’2’ mit den Anfangsbedingun-
gen 1) = 1001.120 a.u., #° = 2.5 .
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0.5

237 22 -1 0 1 2 3 TTT445 446 447 448 449 450 451 0.0~"345 "246 447 448 449 450 451
z; [a.u] a.u. t [au]

Abbildung A.3.8: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’21’ mit den Anfangsbedin-
gungen 9 = 1002.800 a.u., #° = 1.0 .
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Abbildung A.3.9: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’22’ mit den Anfangsbedin-
gungen r§ = 1002.100 a.u., §° = 2.5 .

3 5 2.0 .
— F
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Abbildung A.3.10: Typische Trajektorie fiir die Sequenz ’212’ mit den Anfangsbedin-
gungen r§ = 1002.975a.u., 0° = 0.8 .
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